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Resume Nous definissons et etudions les devissages des F -complexes de 
©-modules arithmetiques en F -isocristaux surconvergents. Nous prouvons 
que les F -complexes surholonomes sont devissables en F-isocristaux sur¬ 
convergents. On etablit ensuite une formule cohomologique, etendant celle 
d’Etesse et Le Stum, des fonctions L associees aux duaux des F-complexes 
de ©-modules arithmetiques devissables en F-isocristaux surconvergents. 
Puis, nous obtenons un analogue p-adique de Weil II generalisant celui de 
Kedlaya. 
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Introduction 

Soient X un schema lisse sur le corps des complexes et ©x I’anneau 
des operateurs differentiels sur X. Pour tout ©x-module (toujours a gauche 
par defaut) holonome £, il existe un ouvert dense sur lequel £ devient 0^- 
coherent. Plus generalement, si £ est un complexe de ©^-modules a co- 
homologie bornee et holonome, il existe une partition de A = UrXr en 
sous-schemas lisses telle que la restriction de £ sur chaque strate Xr soit 
a cohomologie Ox^-coherente. On remarque qu’un analogue Z-adique est 
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le devissage au dessus d’une stratification d’un faisceau constructible en 
faisceaux lisses. 

Le but de ce travail est de fournir un analogue p-adique de ce devissage. 
Precisons d’abord celui-ci. 

Soient V un anneau de valuation discrete complet d’inegales caracteris- 
tiques (0, p), de corps residuels k, de corps des fractions K, IP un V-schema 
formel lisse, P sa fibre speciale, T un diviseur de PetU I’ouvert de P com- 
plementaire de T. Berthelot a construit le faisceau des operateurs differen- 
tiels d’ordre infini et de niveau fini sur T a singularites surconvergentes le 
long de T, (voir [Ber96a]). Ce faisceau est I’analogue p-adique 

de T>ij. Pour illustrer ce fait, rappelons qu’il existe un foncteur canonique 
pleinement fidele de la categoric des (F -)isocristaux sur U surconvergent le 
long de T dans celle des (F-)Dy(’^r)Q-modules coherents ([Ber96a, 4.4.5] 
et [BerOO]). 

Berthelot conjecture que Pimage essentielle des F-isocristaux sur U 
surconvergent le long de T est incluse dans celle des F-Dy^-modules 
holonomes (pour la structure induite par I’extension ^ ^a 5 (^^)Q)- 

Reciproquement, soit £ un F-D]pQ-module holonome. II existe alors un 
diviseur Tg de P tel que la « restriction » (avec le sens de [Car04c, 2.2.6]) 
de £ en dehors de Tg soit un F -isocristal sur P \ Tg surconvergent le long 
deTg. 

Pour donner un sens aux devissages de F-complexes de D-modules 
arithmetiques, il s’agit dans un premier temps d’exprimer, avec le langage 
des D-modules arithmetiques, un analogue p-adique des « Dy-modules 
Oy-coherents », oil Y est un schema lisse sur le corps des complexes. Or, 
les « F-isocristaux surconvergents sur Y », avec Y un /c-schema separe et 
lisse, ferment de maniere conjecturale cet analogue p-adique. 

Pour valider cette analogic, il suffirait de construire un foncteur pleine¬ 
ment fidele de la categoric des F-isocristaux surconvergents sur Y dans 
celle des F-D-modules arithmetiques « sur Y ». Comme on vient de le voir, 
un tel foncteur existe deja lorsque Y est la fibre speciale de I’ouvert (com- 
plementaire d’un diviseur) d’un V-schema formel propre et lisse. L’etude 
du cas general fait I’objet de ce travail. Void en gros le resultat obtenu. 

Nous prouvons que, pour tout /c-schema lisse Y, il existe un ouvert 
dense V de V et un foncteur canonique (explicite) pleinement fidele de 
la categoric des F-isocristaux surconvergents sur Y dans celle des F-D- 
modules arithmetiques sur Y. Ainsi, cette construction est « generique- 
ment» resolue. 

Cela suffit ensuite a definir convenablement les « F-complexes de V- 
modules arithmetiques devissables en F-isocristaux surconvergents ». 

L’interet fondamental de ces devissages est de ramener I’etude des F- 
complexes de D-modules arithmetiques devissables a celle des F-isocristaux 
surconvergents. Voici un exemple d’une telle application. 
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Deligne a defini la notion de « faisceaux constructibles (pour la topolo- 
gie etale (-adique) de poids mixte » (voir [Del80]) et a prouve que le i- 
ieme espaee de eohomologie de 1’image direete extraordinaire d’un fais- 
eeau mixte de poids < n est un faiseeau mixte de poids < n + i. Un tel 
resultat est nomme « Weil II» en raison des eonjeetures de Weil qui en 
decoulent. Or, Kedlaya a prouve un analogue p-adique de Weil II pour les 
F-isoeristaux sureonvergents ([Kedb]). Nous en deduisons alors par devis- 
sage un analogue p-adique de Weil II pour les F-eomplexes de D-modules 
arithmetiques devissables. 

Deerivons a present le eontenu des differentes parties de ee travail. Dans 
une premiere partie, nous etudions les D-modules arithmetiques sur les V- 
sehemas formels faibles lisses. Nous eomparons alors I’image direete, I’im- 
age inverse extraordinaire et le foneteur eohomologique loeal avee eeux 
definis sur les V-sehemas formels deduits par eompletion. 

Soient un V-sehema formel faible lisse, P sa fibre speeiale, (P son 
eomplefe p-adique, T un diviseur de F, I’ouvert de F^^ eomplementaire 
de T, yt [/f une immersion fermee de V-sehemas formels faibles et Y 
la fibre speeiale de y^. On suppose en outre y^ affine ef lisse. Nous termi- 
nons ee ehapitre par la eonstruetion el I’elude d’un foneteur eanonique de 
la eategorie des isoeristaux sureonvergents sur Y dans eelle des Dy(^^r)Q- 
modules eoherents a support dans I’adherenee de Y dans F. Avant de 
passer a la deuxieme partie qui s’interesse a une eonstruetion inverse, sig- 
nalons que ee premier travail s’inspire de la theorie des D-modules arith¬ 
metiques elaboree par Mebkhout et Narvaez-Maearro ([MNM90]) ainsi que 
du theoreme de eomparaison de Noot-Huyghe ([NH03]). 

Soient X un sous-sehema ferme d’un V-sehema formel propre et lisse 
fP, T un diviseur de F, tel que Y := X \ T soil lisse. Dans une deuxieme 
partie, nous eonstruisons, une sous-eategorie pleine de eelle des F-1)y(^T)Q 
modules eoherents a support dans X. Nous nommerons (voir 2.2.16) ses 
objets « F-isoeristaux sureoherents sur Y » (eette eategorie ne depend que 
de y). On eonstruit ensuite un foneteur pleinement fidele de la eategorie des 
F-isoeristaux sureoherents sur Y dans eelle des F-isoeristaux sureonver¬ 
gents sur y. Lorsque Y satisfait eertaines proprietes geometriques, eelles- 
ei etant au moins validees sur un ouvert dense de Y, on obtient en fait, 
via les deux foneteurs preeedemment eonstruits, des equivalenees de eate¬ 
gorie quasi-inverses entre les F-isoeristaux sureoherents sur Y et les F- 
isoeristaux sureonvergents sur Y. 

Dans une derniere partie, nous definissons les « F-eomplexes de D- 
modules arithmetiques devissables en F-isoeristaux sureonvergents ». Puis, 
nous deerivons une eondition suffisante pour obtenir un tel devissage. On 
en tire en partieulier que les F-eomplexes surholonomes (voir [Car]) se 
devissent en F-isoeristaux sureonvergents. 

II faut souligner qu’une des eonjeetures de Berthelot sur la stabilite de 
I’holonomie ([Ber02,5.3.6.D]) implique I’equivalenee entre « surholonomie 
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et « holonomie », et entrame egalement celle entre « F-complexes deviss- 
ables » et « F-complexes holonomes ». 

On termine ce travail en etendant quelques proprietes, notamment les 
formules cohomologiques des fonctions L et « Weil II », des F-isoeristaux 
sureonvergents aux F-eomplexes de D-modules arithmetiques devissables. 


Notations La lettre V designera un anneau de valuation diserete eomplet, 
de eorps residuel parfait k de earaeteristique p > 0, de eorps de fraetions 
K de earaeteristique 0, d’ideal maximal m et tt une uniformisante. Les V- 
sehemas formels seront notes par des lettres ealligraphiques ou gothiques et 
leur fibre speeiale par les lettres romanes eorrespondantes. De plus, s > 1 
sera un entier naturel et F la puissanee s-ieme de I’endomorphisme de 
Frobenius. Les modules sont par defaut des modules a gauehe. Si £ est un 
faiseeau abelien, £q designera £ (g)^ Q. 

Si f : X' ^ X est un morphisme de V-sehemas formels lisses, /o (ou 
f) \ X' ^ X sera le morphisme induit. Lorsque T et T' sont respee- 
tivement des diviseurs de X et X' tels que f{X' \ T') C X \ T, nous 
designerons par f}p, j, et fT,T',+ les foneteurs image inverse extraordinaire, 
image direete par / (voir [Ber02, 3.4, 3.5, 4.3] et [Car03, 1.1.5]) a singu- 
larites sureonvergentes le long de T et T'. Pour ne pas les eonfondre avee 
d’autres operations eohomologiques analogues, il nous arrivera d’ajouter le 
symbole f a eeux-ei. Si T' = on les notera /j, et /t,+, ou sim- 

plement /' et /+. Les produits tensoriels externes et internes seront notes 
Lt Lt 

respeetivement Kl et (g) ([Ber02, 4.3]). En outre, si Z est un sous-sehema 
ferme de X, MF^ designera le foneteur eohomologique loeal a support 
striet dans Z (au sens de [Car04e, 2.2.6]) et Z) le foneteur restrietion 
([Car04e, 2.2.6]). Si T' C T sont deux diviseurs de X, on notera abusive- 
ment (^T) a la plaee de (iT, T'). 

Pour tout diviseur T de X, nous designerons par ]I])x,t ou By, le fone¬ 
teur dual I)^(lr)Q-lineaire (voir [VirOO, 1.3.2] pour la definition des fone¬ 
teurs duaux). Dans la eategorie des F-eomplexes de 2)y(lr)Q-modules a 
eohomologie eoherente et bornee, on note B^ le foneteur Br(—) ®Ox(tT)Q 
B7’(0 x(12")q)^, oil V designe le dual 0x(l2")Q-lineaire. On dispose d’un 
isomorphisme B^^By dans la eategorie des eomplexes de 2)y(lr)Q- 
modules a eohomologie eoherente et bornee, ee dernier n’etant pas a priori 
eompatible a Frobenius (voir [Car04b]). 

Enfin, si aueune eonfusion n’est a eraindre, il nous arriva d’omettre le 
foneteur eanonique lim : LD^ qc(®x [Ber02, 

4.2.2] lorsque le diviseur est vide, mais la eonstruetion est analogue). 

Si T est I’ensemble vide, nous omettrons de I’indiquer dans toutes ses 
operations. Sauf mention eontraire, on supposera (sans nuire a la generalite) 
les /c-sehemas reduits. 
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1. Isocristaux surconvergents sur les schemas affines et lisses 

1.1. T>-modules sur les V-schemas formels faibles lisses 

On appellera V-algebre f.c.t.f, une V-algebre commutative faiblement 
complete de type fini, i.e., un quotient de V[ti,... Une V-algebre 
f.e.t.f. est munie de la topologie p-adique. Un morphisme d’algebres f.e.t.f. 
est une applieation entre deux V-algebres f.e.t.f. qui est un morphisme d’an- 
neaux (unitaires). Un morphisme de V-algebres f.e.t.f. est done toujours 
eontinu. Si A ^ B et A ^ C sont deux morphismes de V-algebres f.e.t.f., 
le eomplete faible de B (g)^ C sera note B C. Comme le morphisme 
eanonique B (gy A ^ B (g)^ C est surjeetif, on verifie que la V-algebre 
B (g)j^ C est f.e.t.f. 

Soit A une V-algebre f.e.t.f. On note Aq = AjirA et, pour tout f £ A, 
f designe 1’image de / dans Aq et A[f], la eompletion faible de Af. Suiv- 
ant Meredith le schema formel faible affine assoeie a A, note Spff(yl), est 
I’espaee annele dont I’espaee topologique sous-jaeent eorrespond a Xq = 
Spec Aq (cet ensemble est aussi egal a eelui des ideaux premiers ouverts 
de A) et dont les seetions du faiseeau struetural Ox sur un ouvert prineipal 
Xj, avee f £ A, eomeident avee A[f] (voir [Mer72]). On notera D{f) 
I’ouvert de SpfF(yl) dont I’espaee topologique est X^^j. Les ouverts de la 
forme D{f) seront dits principaux. Nous disposons du theoreme de type A 
([Mer72, 3.3]) sur X = Spff (A) : les foneteurs M ^ M := Ox < 8 )a AI 
et M I—> U {X, M) sont des equivalenees quasi-inverses entre la eategorie 
des Ox-modules eoherents et eelle des A-modules de type fini. En outre, 
on benefieie du theoreme de type B ([Mer72, 2.14]) : pour tout Ox-module 
eoherent M, pour tout entier i > 0, H^{X, M) = 0. 

Soit fp un ideal ouvert de A. On pose = lim A[f] (le systeme 

induetif est filtrant). Celui-ei est muni de I’ideal ^Aim] = lim fCAf/]. 

Pour tout / ^ fp, ^A[f]/7rA[f]^ {^/7rA)j (^o)j- Cela entrame que 

*PA[/] 7 ^ A[f] et a fortiori 7 ^ ^[«p] (on verifie que 1 0 ^pAjspj). La 

proposifion qui suif, analogue a [Gro60, 0.6.7.17], preeise ee dernier fail. 

Proposition 1.1.1 L’anneau Ajsp] est local et d’ideal maximal *pA[(p]. De 
plus, son corps residuel est isomorphe au corps des fractions de A/^l. 

Demonstration. Soil x un elemenl de yl[^] n’apparlenanl pas a fpAjspj. 
Pour elablir la premiere asserlion, il s’agil de verifier que x esl inversible. 
II exisle / 0 ^p lei que x provienne d’un elemenl y de A[f]. Par hy- 
polhese, I’image eanonique y de y sur A[f]/7:A[f]^ (^o)j n’apparlienl 

pas a {^/t:A)j. Celaimplique done que y = a/7^,oua £ A\ipelr £ N 
Ainsi, g := af ^ ^ et I’image eanonique de y sur {Aofg esl inversible. 
Comme 'KA[g\ esl inelus dans I’ideal de Jaeobson de A[g\, il en deeoule 
que rimage eanonique de y sur A[g] esl inversible. L’elemenl x esl par 
eonsequenl inversible. 
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Soit S = En vertu de [Gro60, 0.6.7.17], A{5} est un anneau local 
d’ideal maximal L’homomorphisme canonique ^ est 

local. 11 induit un morphisme yljqj] ^ yl{S'}/^yl{5}'f^Frac(^/^) (I’i- 

somorphisme sc prouve grace a [Gro60, 0.6.7.17] et via A/^A). 

Un element de Frac(yl/^) provient aisement d’un element de i.e., 
ce dernier homomorphisme est surjectif. D’ou I’isomorphisme de corps 
residuels : 

1.1.2, Soient cj): A ^ B un morphisme de V-algebres f.c.t.f., {X, Ox) := 
Spff A et (y, Oy) ;= Spff B. L’image inverse par (p d’un ideal premier 
ouvert est un ideal premier ouvert. On obtient un morphisme d’espaces 
topologiques <^(j) : Y ^ X. Pour tout element / de A, on dispose d’un 
morphisme canonique A[f] B[(j){f)] et, pour tout multiple /' de /, du 
diagramme commutatif : 


m — 

^mf)] 


i 

m - 



Comme °-(j)~^D{(p{f)) = D{f), ces homomorphismes definissent done un 
homomorphisme de faisceaux d’anneaux p '■ > “<^*Oy. On a done 

construit un morphisme (“(/>, cp) : Spff B —>■ Spff A d’espaces anneles. De 
plus, pour tout ideal premier Q de B, on dispose d’un homomorphisme 
d’anneaux locaux L’homomorphisme (“</>, 0) est ainsi 

un homomorphisme d’espaces localement anneles. Via la proposition ci- 
apres, ils sont tons de cette forme. 

Proposition 1.1.3 Soient A et B deux V-algebres f.c.t.f. et soient X = 
Spff A Y = Spff 77. Pour qu’un morphisme u = :Y^X d’es¬ 

paces anneles soit de la forme f), oil f est un homomorphisme d’an¬ 
neaux A ^ B, ilfaut et il suffit que u soit un morphisme d’espaces locale¬ 
ment anneles. 

Demonstration. Par le truchement de 1.1.1, on reprend les arguments de 
[Gro60, 10.2.2]. □ 

Definition 1.1.4. Un V-schema formel faible est un espace localement an- 
nele en V-algebres {X, Ox) localement isomorphe a un V-schema formel 
faible affine (voir [Mer72]). On pourra le noter X. Pour tout entier i, le 
V/7r*+^ V-schema induit par reduction modulo sera note Xi. De plus, 
V ou jC designera le V-schema formel deduit par completion p-adique de 
V. 

Un morphisme f : Y —> V de V-schemas formels faibles est un mor¬ 
phisme d’espaces localement anneles. On pose /j : Vj ^ Xj et / : y —> X 
les morphismes induits. Par abus de notations, on pourra parfois les noter 
/. Un tel morphisme est dit lisse (resp. etale) si pour tout i, les fi sont 
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des morphismes lisses (resp. etales). Enfin, / est separe lorsque /o est se- 
pare. Un V-schema formel faible X est separe si son morphisme structural 
X Spff V Test. Les proprietes usuelles des morphismes separes restent 
valables. 

Soit Y un ouvert de I’espace topologique sous-jacent a un V-schema 
formel faible X. On munit Y de la structure canonique de V-schema formel 
faible en posant par abus de notations Y := {Y, Ox |y )■ De plus, on dispose 
d’un morphisme canonique Y ^ X.Le compose d’un tel morphisme avec 
un isomorphisme sera nomme immersion ouverte. On appelle ouvert affine 
de X, un ouvert de Y induisant un V-schema formel faible affine. Nous 
nous ecartons de la terminologie de Meredith qui les nomme « affine wf 
open » afin de les demarquer des ouverfs affines de Xq ([Mer72, 4]). 

Un morphisme f :Y ^ X de V-schemas formels faibles esf dif affine 
si, pour fouf ouverf affine X' de X, f~^{X') esf un ouverf affine de Y. 

Proposition 1.1.5 Soient Y un V-schema formel faible, X = Spff A un 
V-schema formel faible affine d’anneau A. II existe une correspondance 
biunivoque canonique entre les morphismes de V-schemas formels faibles 
de la forme Y ^ X et les homomorphismes d’anneaux de la forme de 

^ ^ r(y, (Dy). 

Demonstration. De maniere analogue a [Gro60, 2.2.4 ou 10.4.6], cela re- 
sulfe de 1.1.3. □ 

Proposition 1.1.6 La categorie des V-schemas formels faibles possMe des 
produits fibres. 

Demonstration. Le cas affine se deduif de [MW68, 1.5] : si A ^ ef A ^ 
C son! deux morphismes de V-algebres f.c.l.f., le schema faiblemenl formel 
Spff (i?)xspfj(x)Spff {C) ;= Spff {B<Si\C) verifie lapropriefe universelle 
des produifs fibres. Pour le cas general, on procede par recollemenf (de 
maniere analogue au cas des schemas : voir [Gro60]). □ 

Passons mainfenanf aux immersions fermees. Afin d’y voir plus clair, la 
proposition suivanfe esf ufile. 

Proposition 1.1.7 Soient X un V-schema formel faible et J un ideal co¬ 
herent de Ox- Si Y est le support (ferme) de Ox/3, I’espace topologique 
annele (Y, (Ox/3)|y) est un V-schema formel faible. 

Demonstration. Comme Ox esf un anneau coherent, Ox/3 est coherent 
et done d’apres [Gro60, 0.5.2.2], le support Y est bien un ferme de X. 
La proposition est locale. Supposons X = Spff A. Grace au theoreme 
de type A pour les Ox-modules coherents, en notant I := r{X,J), le 
morphisme canonique I (8)a Ox ^ 3 est un isomorphisme. On obtient 
A/1 Ox^ Ox/3. Prouvons mainfenanf que Ton dispose d’un isomor¬ 
phisme canonique {Y, {A/1 Ox)|y)^ Spff A/1. \\ s’agit alors de veri¬ 

fier que Ton dispose, pour tout f G A et tout g G A multiple de /, d’un 
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isomorphisme canonique A/1 0a ^[f]^ induisant le diagramme 

commutatif 

A/1 0A A[f] -^ A/1 0A A[g] 

A/I[l] - ^A/I[g], 

ou l,g ^ Ajl sont les images canoniques respectives de / et g. 

L’epimorphisme Af (^/I)jinduit le suivant (Aj)^ {{A/I)j)^ 

puis A/l0A{Af)^ -» ((y4//)j)1’. La fonetorialite en / de ee dernier est im¬ 
mediate. II reste a s’assurer de son injeetivite ee qui resulte du diagramme 
eommutatif 

A/I 0A (A/)t- ^{{A/I)j)^ 

f f ^ 

A/l0A{Af)^ iiA/I)jr, 

dont les lleehes vertieales sont injeetives et eelle du bas est un isomor¬ 
phisme. On a ainsi prouve Spff A/I^ (Y, (Ox/3)|y)- □ 

Soit 3 un ideal eoherent de Ox- On dispose d’un morphisme eanon- 
ique {Y,{Ox/3 )\y) Ox)- De plus, avee la preuve de 1.1.7, on 

verifie que lorsque X = SpfF yl et / := r{X,3), ee morphisme eor- 
respond via 1.1.3 au morphisme eanonique A A/1. En partieulier, 
(y, (Ox/a)|y) ^ (y, Ox) est affine. 

Definition 1.1.8. On appelle sous-V-sehema formel faible ferme d’un V- 
sehema formel faible X tout V-sehema formel faible {Y, (Ox/3)|y), oil 
3 est un ideal eoherent de Ox ; on dit que eelui-ei est le sous-V-sehema 
formel faible ferme defini par 3. 

Un morphisme f :Y ^ X Ae. V-sehemas formels faibles est une «im¬ 
mersion fermee » s’il se faetorise en U X' X, oil X' est un sous- 
V-sehema formel ferme de X et 5 est un isomorphisme. Une immersion 
fermee est un morphisme affine. 

1.1.9. De maniere analogue a [Gro60, 10.14.4], on a la earaeterisation 
suivante d’une immersion fermee. Soit f : Y ^ X un morphisme de V- 
sehemas formels faibles, et soit (Xa) un reeouvrement de f{Y) par des 
ouverts affines de X, tels que les f~^{Xa) soient des ouverts affines de Y. 
Pour que / soit une immersion fermee, il faut et il suffit que f{Y) soit une 
partie fermee de X et que, pour tout a, I’homomorphisme r{Xa, Ox) ^ 
r{f~^{Xa), Oy), induit via 1.1.3 par la restrietion de / a f~^{Xa), soit 
surjeetive. 

Remarques 1.1.10 Soient X etY deux schemas formels faibles affines. Si 
X est lisse et si fo ■' Yq ^ Xq est un morphisme de k schemas, alors il 
existe un morphisme Y ^ X de Y-schemas formels faibles relevant /q. En 
ejfet, puisque X est lisse, il existe un relevement Y ^ X de /q. On conclut 
ensuite en vertu de [vdP86, 2.4.3], 
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Proposition 1.1.11 (i) Si f : Z Y et g : Y —> X sont des immersions 
fermees de V -schemas formels faibles, g o f est une immersion fermee. 

(ii) Soient X, Y, Z trois V-schemas formels faibles, f : Y ^ X une 
immersion fermee et Z ^ X un morphisme. Le morphisme Y Xx Z ^ Z 
est une immersion fermee. 

(Hi) Soient X un V-schema formel faible, f : Y Y' et g : Z ^ Z' 
des X-morphismes qui soient des immersions fermees, alors f Xxg est une 
immersion fermee. 

Demonstration. Soient A ^ C w morphisme de V-algebres f.e.t.f., I un 
ideal Ac Act B := A/1. L’algebre B (g)^ C est une V-algebre f.e.t.f. Ainsi, 
C j 1C^B 0^1 B C. Avee eette remarque, la preuve est analogue 

a [Gro60, 10.14.5] □ 

La proposition qui suit donne des exemples d’immersions fermees. 

Proposition 1.1.12 Soient f : Z ^ Y et g : Y X des morphismes 
de V-schemas formels faibles. Si g est separe alors le graphe de f, Bf = 
(1, f)x ■ Z Z xxY, est une immersion fermee. 

Demonstration. Analogue a [Gro60, 10.15.4]. □ 

Definition 1.1.13. Une «immersion » est le eompose d’une immersion fer¬ 
mee suivi d’une immersion ouverte. 

Proposition 1.1.14 (i) Si f : Z ^ Y et g : Y ^ X sont des immersions 
de V-schemas formels faibles, g o f est une immersion. 

(ii) Soient X, Y, Z trois V-schemas formels faibles, f : Y X une 
immersion et Z ^ X un morphisme. Le morphisme Y Xx Z ^ Z est une 
immersion. 

(Hi) Soient X un V-schema formel faible, f :Y Y' et g : Z ^ Z' des 
X-morphismes qui soient des immersions, alors f Xx g est une immersion. 

Demonstration. Traitons d’abord (i). Soient j : Z ^ Y une immersion 
ouverte et u : Y X une immersion fermee. L’image de Z par j est un 
ouvert de Y. II existe done un ouvert X' de X tel que u~^(X') = j{Z). 
En notant u' : j{Z) —> X' I’immersion fermee induite par u, u o j se 

deeompose en Z ^ j{Z) ^ X' C X. Ainsi, u o j est le eompose d’une 
immersion fermee suivi d’une immersion ouverte. Les assertions (ii) et (iii) 
decoulent de 1.1.11. □ 

Proposition 1.1.15 Soit f : X ^ Y un morphisme de V-schemas formels 
faibles. Le morphisme canonique 6 = (l,l)y : X X Xy X est une 
immersion. On I’appellera « I’immersion diagonale ». 

Demonstration. Soient (Xa) et (Ya) des reeouvrements respeetifs de X et 
Y par des ouverts affines tels que / se faetorise par X^ —>■ Ya. Par eon- 
struetion du produit fibre X Xy X, Xa xy^ Xa est un ouvert Ac X Xy X 
et 5~^{Xa Xy^ Xa) = Xa. Notons alors U' I’ouvert de Y reunion des 
Xa XYc ^a- Le morphisme d se faetorise alors en un morphisme Y : 
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X Y'. D’apres la caracterisation 1.1.9 des immersions fermees, pour 
prouver que Y est une immersion fermee, il suffit de verifier que les homo- 
morphismes eanoniques r{Xot, OxJ r{Xa xy^Xa, sont 

surjeetifs, ee qui est immediat. 

□ 

Corollaire 1.1.16 Soient f : X ^ S, g : Y ^ S et ^ : S ^ T des 
morphismes de V-schemasformelsfaibles. Le morphisme canonique X xg 
Y X Xt Y induit par cj) est une immersion. En particulier, lorsque 
S = Y, le graphe de f, X X XtY, est une immersion. 

Demonstration. Celaresulte de X X 5 y^ 5 X(^sxtS) XtY), de 1.1.15 
et du fait que les immersions fermees sont stables par ehangement de base 
(1.1.14). □ 

1.1.17. Soil X un V-sehema de type fini. Meredith ([Mer72, 4]) eonstruit 
le faiseeau 0^ de la faqon suivante : si ?7 C V C X sont des ouverts 

aftines de X, alors r{U, 0^) ;= r{U, Ox)^ et r{V, 0^) ^ r{U, Ot^) est 
le morphisme eanonique induit par r{V, Ox) ^ Ox) via [MW68, 
1.5]. En notant X^ I’espaee topologique de Xq = X XgpecV Spec(/c), 
on veritie que I’espaee annele (X^, 0^) est un V-sehema formel faible et 
que Ton dispose d’un morphisme eanonique (X^, 0^) —> (X, Ox), qu’il 
appelle eompletion faible de (X, Ox)- Par abus de notation, on eerira X^ 
a la plaee de (X^,0^). On veritie de plus que I’applieation X i—> X^ 
induit eanoniquement (via [MW68, 1.5]) un foneteur de la categorie des 
V-sehemas de type fini dans eelle des V-sehemas formels faibles. 

Definition 1.1.18. Soit U un V-sehema formel faible. On dit que U a des 
eoordonnees loeales s’il existe un morphisme etale U . Les seetions 

ti,... ,td induites via ee morphisme par Xi,...,X^ seront appeles coor- 
donnees locales. 

Remarques 1.1.19 Soit U un V-schema formel faible affine et sans torsion. 
Alors, Uq a des eoordonnees locales si et seulement si U en a si et seulement 
si U en a. 

Lemme 1.1.20 Soient U un schema formel faible affine muni de coordon- 
nees locales ti,... ,td et ti = 1 (8) <8) 1,..., = 1 (8 fd — td <8) 1. La 

suite Ti,... ,Td est une suite reguliere de generateurs de 1’ideal definissant 
r immersion fermee U ^ U xgU. 

Demonstration. Cela resulte du « eas formel». En effet, soient A la V- 
algebre f.e.t.f. de ?7 et I I’ideal de A(S>\A eorrespondant a I’immersion fer¬ 
mee U ^ U X U. Les images eanoniques deti,... ,td dans A sont des eo¬ 
ordonnees loeales de U. De plus, par fidele platitude de A®\yA —> Ai^\>A, 
eomme I ^ A^^;;A est engendre par les images de ti, ... ,Td, 

alors Ti,..., Td engendre I. De plus, //(ri,..., ^ //(ri,..., ) est 
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injectif. Comme la multiplication par r^+i est injective dans //(ri,..., r,.), 
die Test alors aussi dans //(ri,..., r,.). □ 

1.1.21. Dans la suite de cede section, m sera un entier positif fixe et U un 
V-schema formel faible. On note J I’ideal coherent de I’immersion diago- 
nale :U ^ U xsU. On definit Valgebre des parties principales de niveau 
m et d’ordre n de U et note comme etant I’enveloppe a puissance 

divisee de niveau m et d’ordre < n de J. Les deux projections canoniques 
U Xs U —>■ U induisent deux structures de 0[/-algebres sur : la 

structure a gauche et la structure a droite. II resulte de [Ber96a, 1.5.3] et de 
1.1.20 que, si U est muni de coordonnees locales ti,... ,td, pour chacune 
des structures de 0 ( 7 -algebre, le faisceau est un Oc/-module libre 

dont les dements pour k<n, formed une base. 

he faisceau des operateurs differentiels de niveau m et d’ordre < n 
sur U, note est le dual Ot/-lineaire pour la structure gauche de Ot/- 

algebres de . he faisceau des operateurs differentiels de niveau m sur 

U est la reunion : := UneN De maniere analogue a [Ber96a, 

2.2.1], on munit ce faisceau d’une structure d’anneau et de deux structures 
de 0[/-algebre, Tune a droite et I’autre a gauche. 

Si U est muni de coordonnees locales, a la base de formee des 

pour k < n, correspond la base duale de dont les elements 

seront notes df'-^. Les df'-^ ferment done une base de 

Les propositions [Ber96a, 2.2.4 et 2.2.5] sont encore valables en rem- 
plafant « formel » par « faiblement formel ». De meme les definitions et 
resultats sur les m-PD-stratifications ([Ber96a, 2.3]) sont encore valables 
en remplafant « formel » par « faiblement formel ». Les modules sont par 
defaut a gauche. Toutefois, tous les resultats de cede section restent valables 
pour les modules a droite. 

Lemme 1.1.22 L’anneau (resp. Pour tout x € U) est 

noetherien a droite et a gauche. 

Demonstration. Analogue a [Ber96a, 2.2.5]. □ 

Proposition 1.1.23 Soit j : U ^ P une immersion ouverte de V-schemas 
formels faibles telle que Pq \ Uq soit le support d’un diviseur. Les faisceaux 

d’anneaux et sont coherents a droite et a gauche. 

Demonstration. La coherence a droite et a gauche de 2)^^ est un cas parti- 

culier de celle de Prouvons done la coherence a gauche de 

La preuve est similaire a celle de [Ber96a, 3.1.2] : il existe une base d’ou- 
verts “B de P telle que pour tout V € ‘B, V et V D U sont affines. Par 

1.1.22,1’anneau P(fe, = P(f7nfe, est noetherien a droite et 

agauche. De plus, pour tous ouverts V' C V deB,r{Ur\V,Ou) —i-P^Uri 
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V\ Ou) est plat (c’est un homomorphisme de V-algebres f.c.t.f. lisses dont 
la reduction modulo tt est plate). Comme r{U fl V',Ou) '^r{ur\V,Ou) 

r(F, ^ est plat. 

On conclut via [Ber96a, 3.1.1]. □ 

1.1.24. Pour tous entiers n et n', on notera l inage de I’homo- 

morphisme Oc/-lineaire a droite et a gauche 


Proposition 1.1.25 Pour n 

(r, s) G 


< 


1 U,r— 


0, on pose Pour tout couple 

rp)(m) _ rr,(m) 
j ■^U,s+j — ^U,r+s- 


Demonstration. Meme calcul que [Car02, 7.1.2]. 


□ 


Definition 1.1.26. Soil M un D[^^-module. \Jne filtration de M est une 
famille (Mr)r-GN de sous-Of/-modules de M telle que : 

1. Pour tous r, s G N : Mr C M^+i, • M^ C M^+s, 

2. M = UrGN^r- 


Definition 1.1.27. Soit M un -module a gauche muni d’une filtration. 
La filtration est bonne si et seulement si : 


1. Quel que soit r G N, Mr est Of/-coherent; 

2. II existe un entier r/ G N tel que pour tout entier r > ri, on ait 


Mr 


E® 


(m) 

U,r—ri+j 


■ Mri-j. 


D’apres la proposition 1.1.25, la famille (22f7t^)rGN ^st une filtration 

de 27verifiant la condition 2 pour tout entier r/. La condition 1 etant 
aussi verifiee, cette filtration est done honne. On I’appellera Infiltration par 
I’ordre. 

Proposition 1.1.28 Un -module globalement de presentation finie ad- 
met une bonne filtration. 

Demonstration. Analogue a [Car02, 7.1.5]. □ 

Theoreme 1.1.29 (Theoreme B) On suppose U affine et soit M un - 
module globalement de presentation finie. Alors, pour tout entier i ^ 0, 
77* ([/,M) = 0. 

Demonstration. Cela resulte de 1.1.28 et du fait que, pour tout entier i ^ 
0, le foncteur 77*([/, M) commute aux limites inductives filtrantes et du 
theoreme de type B pour les Of/-modules coherents. □ 
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Theoreme 1.1.30 (Theoreme A) Lorsque U est affine, les foncteurs M 
M) et M ^ M sont des equivalences quasi-inverses entre la cate- 
gorie des -modules globalement de presentation finie et cede des 
gr{U, T>^^^ )-modules de typefini. 

Demonstration. II s’agit de calquer [Car02, 7.1.8]. □ 

Remarques 1.1.31 Comme lefaisceau d’anneaux est coherent (1.1.23), 

un -module M est coherent si et seulement s’il est localement de 
presentation finie, i.e., d’apres 1.1.30, si et seulement s’il est localement 
de la forme M, oil M est un r{U, T>^^)-module de typefini. 

Theoreme 1.1.32 Soit M un -module. Alors M est coherent si et seule¬ 
ment s’il admet localement de bonnes filtrations. 

Demonstration. Similaire a [Car02, 7.1.10]. □ 

Proposition 1.1.33 Soient j :U <Z P une immersion ouverte de V-schemas 
formels lisses telle que Pq \ Uq soit le support d’un diviseur et M un 
module localement en P de presentation finie (i.e. il existe un recouvrement 
d’ouverts de P = UaPa tel que, pour tout a, M|f/np„ soit globalement de 
presentation finie). Alors: 

1. Le morphisme canonique ^ est un isomorphisme; 

2. Pour tout morphisme lisse P ^ P' de V-schemas formels faibles, pour 
tout ouvert U' de P' tel que U = f~^{U'), le morphisme canonique 

®Ou ^ ^^t un isomorphisme; 

3. Le j *-module est coherent. Plusprecisement, pour tout - 

module globalement de presentation finie N, jfLl est un -module 

globalement de presentation finie. 

Demonstration. Prouvons 1). Comme Pq \ est un diviseur, I’assertion 
etant loeale, on pent supposer Pq et P n Pq affines. Pour tout entier i, 

^ ‘K'ja* (M|f/nPc), oil ja ■ U HPq Pq. Or, (W-ja* (MpnPc) 
est le faiseeau assoeie au prefaiseeau qui a tout ouvert prineipal P' de Pq 
assoeie P*(P n P',M). Le theoreme B 1.1.29 nous permet de eonelure 
1). L’assertion 2) deeoule de 1) et du fait que Plyiiji est un Op-module 
loealement en P libre de type fini (on prend une base d’ouverts de P ayant 
des eoordonnees loeales au dessus de P'). Traitons a present 1’assertion 3). 

On dispose d’une presentation finie : A Tf ^ 0. Or, 

il resulte de 1) et de 1.1.38.(i) que le foneteur j* de la eategorie des 
modules loealement en P de presentation finie dans eelle des 

modules est exaet. On en deduit la suite exaete j* 

^ 0 . 

□ 
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Notations 1.1.34 Dans la suite de cette section U sera suppose affine et 
lisse. 

Definition 1.1.35. Soil M un 0 ( 7 )-module (resp. r{U, -module) 
Le 0[/-module (resp. 2)-module) associe a M est M := Ojj ^r(u,Ou) 
M (resp. ® , (m). M). Un tel module est dit 3nd-fini. 

Si u : M' —> M est un homomorphisme de r{U, 0[/)-modules (resp. 
r{U, D[)”^)-modules), on note u : M' —> M 1’homomorphisme eanonique 
induit. On verifie enfin que Ton obtient un foneteur : M M exaet. 

Remarques 1.1.36 • Lefaisceau n’estpas 3nd-fini. 

• De plus, pour qu’un -module soit 3nd-fini, il faut et il suffit 
que la structure sous-jacente de Ojj-module soit Jnd-fini. En effet, comme 
est limite inductive filtrante de Ou-modules coherents et puisque les 
foncteurs Of/ 'Sir{u,Ou) ~ ~) commutent aux limites inductives fil- 

trantes, on beneficie de Of/ ®r{u,Ou) ®f/^^)- 

Theoreme 1.1.37 (Theoreme B) Pour tout -module M 3nd-fini, pour 
tout entier i ^ 0, H^{U, M) = 0. 

Demonstration. Cela resulte de 1.1.29, 1.1.39.(1) et du fait que, pour tout 
entier i 7 ^ 0 , le foneteur f7*(C/, M) eommute aux limites induetives fil- 
trantes. □ 

Proposition 1.1.38 (i) Soit u : M ^ N un morphisme de r([/, 

modules. les -modules associes a Kern, Imn, Cokern, sont respec- 
tivement Kern, Imn, Cokern. En particulier, lorsque M et N sont de type 
fini, ces -modules sont globalement de presentation finie. 

(ii) Si M est une limite inductive (resp. somme directe) d’une famille de 
r{U, V^^ )-module (M\), M est limite inductive (resp. somme directe) de 
la famille (M\), a isomorphisme eanonique pres. 

(in) Si M et N sont deux r{U, D^^^)-modules, les -modules asso¬ 
cies a M‘Sir{u,Ou)^ Hom/^^fz o^)(M, N) sont respectivement 
et ‘Komo^j (M, N). 

(iv) Le foneteur r{U, —) est exact sur la categoric des -modules 
3nd-finis. 

On beneficie de resultats identiques avec Ojj ala place de 

Demonstration. La partie (i) se prouve eomme [Gro60, 1.3.9]. L’assertion 
(ii) resulte de la eommutation aux limites induetives du produit tensoriel 
tandis que (hi) est aise. Enfin, (iv) resulte de (i) et du theoreme de type B 

pour les 2) 1)”^-modules Jnd-finis (1.1.37). □ 
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Remarques 1.1.39 (i) Un -module 3nd-fini est limite inductive fil- 
trante de ses sous-D^^^-modules globalement de presentation finie. Ainsi, 
via 1.1.38.(ii), la categorie des -modules 3nd-finis est la plus petite 

categorie stable par limite inductive et contenant les -modules glob¬ 
alement de presentation finie. 

(ii) Soient M un r{U,T)^^^) -module et U' un ouvert principal de U. 
Comme le produit tensoriel et r(U', —) commutent aux limites inductives 
filtrantes, il resulte de la remarque (i) et du theoreme de type A (1.1.30) 
applique dU etU' que r{U', M)^ r{U' , ig) (m). M. 

Proposition 1.1.40 Les foncteurs M M et M. r{U,'M) induisent 
des equivalences quasi-inverses entre la categorie des r{U, Ti^^^)-modules 
et celle des -modules 3nd-finis. On dispose de resultats identiques en 
remplagant par Ojj- 

Demonstration. Soil M un D[]^^)-module. D’apres la remarque ei- 
dessus 1.1.39.(11), r{U, M)^ M. Reeiproquement, pour tout un - 
module M isomorphe a M, r{U, M)~ A M. 

□ 

Proposition 1.1.41 Soit 0 ^ ^ ^ ^ 0 une suite exacte de 

-modules. Si deux de ces modules sont 3nd-finis, alors le troisieme 
Vest aussi. 

Demonstration. Le eas oil £ est Jnd-fini se deduit de 1.1.38.(1). 

Supposons a present £' et £" de la forme E' et E”. Via le theoreme B 

pour les -modules Jnd-finis, 0 —> E’ r{U,E) —> E" —> 0 est 
exaete. En lui appliquant le foneteur exaet on eonelut que I’homomor- 
phisme eanonique r{U,L)^ —> £ est un isomorphisme. □ 


1.2. Operations cohomologiques, lien entre les cas formel faible etformel 

1.2.1. Soient g : U' —>■ U et g' : U'^ ^ U' deux morphismes de V-sehemas 
formels faibles. Le faiseeau est muni d’une strueture eanonique 

de (d[]^\ 5r“^2)[^^)-bimodule, que Ton notera L’image inverse 

extraordinaire par gr d’un eomplexe £ G D (2)^”^) est definie en posant 
g-^'"\s.) := 9~^^[du'/u]^ ou /u est la dimension 

relative de U' sur U. Si aueune eonfusion sur le niveau n’est a eraindre, 
on notera g' a la plaee. On verifie que Ton dispose d’un isomorphisme 
g'' o g'(E)^ (g o g')'{E) fonetoriel en £ et assoeiatif. 
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De plus, on notera := ivu' 0 g*{T>^^^ I’indice g 

signifiant que Ton prend la structure gauche de -module a gauche. 
Comme go '■ U'q ^ Uo est un morphisme quasi-separe et quasi-compact 
entre schemas noetheriens de dimension de Krull finie, le foncteur po* = 
p* est de dimension cohomologique finie. On definit I’image directe par 

p de £' G en posant 5+(-)(£') := (S'Srn) £')■ 

^u’ 

On pourra aussi le noter gj^. De maniere analogue au cas des schemas, on 
verifie I’isomorphisme o g'j^{E,")^ {g o gr')+(£") fonctoriel en £" G 

D~{T)^^}) et associatif. 

Soient 3 C Ojj un ideal coherent, Z le sous-schema formel faihle ferme 
defini par J et I’enveloppe a puissance divisee de niveau m et 

d’ordre n de 3. Pour tout -module £, le faisceau, defini en posant 

:= lim!Homoy £), est muni d’une structure canonique 

n 

de -module. Ce foncteur s’etend sur et sera note 

Cette construction est fonctorielle en Z, i.e., si J' C J C Ou sont des 
ideaux, Z' et Z les V-schemas formels faihles correspondants, on dispose 

d’un morphisme RC^^(£) ^ MC^^(£) fonctoriel en £ G 

Lorsque g est une immersion fermee, on dispose comme dans le cas des 
schemas d’un isomorphisme canonique 

5W(£)^Kr[,7)(£) (1.2.1.1) 


fonctoriel en £ G De plus, on heneficie aussi, via un cal- 

cul analogue a la situation des schemas, d’un isomorphisme canonique 

^ 9'9+{^') fonctoriel £' G 

1.2.2 (Complexes quasi-coherents). Soient £ un objet de et 

J G On pose £, := £, := et 

!?'§!;(„)£ := Mlim 3"* (g)S„,) £i, 

^-* ^Ui 

avec i un entier (notations 1.1.4). De meme en remplafant par Orr ou 
ou plus generalement un faisceau d’anneaux sur U. En resolvant £ et 
3" platement, on construit un morphisme canonique 

bifonctoriel en £ et (i.e., un cube est commutatif). Lorsque 

on notera £ ;= (,^)£. On remarque que le morphisme canonique 

Or/(X)oj^£ ^ est un isomorphisme. On definit 

^TT 
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avec * = (/ ou * = d, la sous-categorie pleine de des com¬ 
plexes £ tels que, pour tout i, 8-i G Ses objets seront ap- 

peles complexes quasi-coherents. Par exemple, un -module Jnd-fini 
(1.1.35) est un complexe quasi-coherent. Par [Ber02, 3.2.2], on dispose 

d’un foncteur qui a £ associe £. De plus, si 

£ G et IF G i2qj,(*!D[^^), tout morphisme £ ^ U se factorise 

de maniere unique par £ ^ IF. 


Lemme 1.2.3 Solent U un V-schema formelfaible lisse et E G 
Le morphisme canonique : ®rQ(m) E ^ E est un isomorphisme de 



Demonstration. Cela resulte de [Ber02, 3.2.3]. 


□ 


Lemme 1.2.4 Soil g : U' ^ U un morphisme lisse de V-schemas formels 
faibles affines et lisses. Pour tout -module globalement de presenta¬ 
tion finie E, 0 est un -module globalement de 

9 u 

presentation finie. 

Demonstration. Comme Ojji g~^E —> 0 g~^E est 

un isomorphisme, ceux-ci sont Jnd-finis. Via 1.1.30, il suffit de prouver 
que r{U'r{U,E) est de type fini sur 

Or, par des calculs en coordonnees locales, le morphisme ^ 
est surjectif. Par 1.1.38.(i) et 1.1.40, r{U', ^ r{U', 

□ 


Lemme 1.2.5 Soient g : U' U un morphisme de V-schemas formels 
faibles lisses et E G (1.2.2). Le morphisme canonique 




it ‘‘ 


D 


("i) 


£) 


(1.2.5.1) 


est un isomorphisme. De plus, celui-ci est transitif en g. En particulier, si 

E G £^coh(®[r^) 5''(£) ^ £^coh(®f/^^) 9 

1.2.4), le morphisme canonique 9'i^) —>■ £) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. Cela decoule de 1.2.3 et de la commutation au changement 
de base de 1’image inverse extraordinaire. □ 

Proposition 1.2.6 Soient mq un entier, g : U' ^ U un morphisme de V- 
schemas formels faibles lisses et £(™o) g Pour tout entier 
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m > mo, on note ;= <8)^(mo) Lorsque g'i'^o )g 

'^coh(®m°^) G morphisme canonique 


®[rj! 

U',Q 


( 1 . 2 . 6 . 1 ) 


est un isomorphisme. 

Lorsque, pour tout m > mo, g le morphisme 


^ ®5,(-o) £r') (1-2-6-2) 




'U' 
-{mo)\ 


il'.Q 


il,Q 


est un isomorphisme. De plus, ceux-ci sont transitifs en g. 

Demonstration. Notons £ := £^^ (£ est independant de m a isomor¬ 
phisme eanonique pres). Si m est un entier tel que g -(£(™)) g £^coh(®m ^)’ 
il deeoule de 1.2.5 que le morphisme eanonique q 9’{^) 

g'(£^^) est un isomorphisme. II en resulte que 1.2.6.1 est un isomor¬ 
phisme. Par passage a la limite sur le niveau, on en eonelut 1.2.6.2. □ 

Proposition 1.2.7 Soient g : U' ^ U un morphisme lisse de V-schemas 
formels faibles lisses ei £ G Le morphisme canonique 

2^1t',Q ^ £) (1-2.7.1) 

est un isomorphisme. De plus, celui-ci est transitif en g. 

Demonstration. Cela deeoule de 1.2.4, 1.2.5 et 1.2.6. □ 

Lemme 1.2.8 Soient g : U' ^ U un morphisme de V-schemas formels 
faibles lisses et £' G (1.2.2). Le morphisme canonique 


V 




it 


CD 


(m)5'+(>Tt) 


(£') 


5'+(' 


..(bL™** 


D' 


(m) 


£') 


( 1 . 2 . 8 . 1 ) 


est un isomorphisme. De plus, celui-ci est transitif en g. En particulier, si 
et 9+(. m) {£') G le morphisme canonique 


«' e oiJBj,'?': 


D 


(m) 

it 




5+("i) (25 


£') est un isomorphisme. 


Demonstration. Via la suite exacte 0 —> Ou -—> Of/ ^ Of/. —> 0, on 
voit que Of/, est de Tor-dimension finie sur Of/. On beneficie done de I’i- 
somorphisme de projection : Of/. M( 7 *(T')^ M( 7 *(p“^Of/. T') 
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fonctoriel en 3^' G D{g D’ou le diagramme commutatif : 


Oi/.<(™) £')£')) 

-^C/' S'^Oc/ -^C/' 

\ I 


Icfl.. ,o,lL ,C^1L C/A 


De plus, on dispose des morphismes T> 


( 1 . 2 . 8 . 2 ) 

Qui 


piUiS, \J11 _ U' - ii’ i\! - '^U-< _ U' 

induisent g-^Oui 9~^^Ui ^^-iqu 


iii%aciiown. y ^Ui '<yg-lQ^ ^ tf 

en decoule le diagramme eommutatif : 


c/ 


M k>l cf^ 


-'ou. .o„ (viZu, <<„, 2'))—«;) 


®^.o„ (»£.' £'))—“«. ®i.»>«:) 

U' u'. 




M k>il c/ 


L c/N 

rp,(m) '^t)- 

^U' 


(1.2.8.3) 

En composant les isomorphismes du haul de 1.2.8.2 et 1.2.8.3, on obtient, 
avec [Ber02, 3.5.2], p+(£') G 

La lleehe 1.2.8.1 est alors Tunique morphisme de rendant 

commutatif le diagramme ci-dessous 


Mp*(DSri^, £') 

^u' 

i 


•®ir^®!;(-)5+(£') (1.2.8.4) 


R<;.(S! 2 ,,.®i,„, 51 ,”’®^(».e')_s+(®Sr'§G„.,£') 


En appliquant — a 1.2.8.4, grace a 1.2.8.2 et 1.2.8.3, le compose de 

gauche devient un isomorphisme. II en resulte par construction que 1.2.8.1 
est un isomorphisme. Enfin, la transitivite en g de la construction de 1.2.8.4 
est aisee. □ 
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Proposition 1.2.9 Soient g : U' ^ U un morphisme de V-schemas formels 
faibles lisses et £' € 5 '+(m)(£') G Le 

morphisme canonique 

<7+m(£') ^ £') (1-2.9.1) 

est un isomorphisme. De plus, celui-ci est transitif en g. 

Demonstration. Cela decoule de 1.2.8 et de [Ber02, 2.4.3] par eompletion 
et passage a la limite. □ 

Lemme 1.2.10 Soient v : Y ^ U une immersion fermee de V-schemas 
formels faibles lisses et £ G On dispose d’un isomorphisme 

canonique bifonctoriel en 

Y et £, i.e., si Y' est un sous-schema ferme de Y, le diagramme suivant 



Rri'fUs.) - 


it 


^ V-^il 



i 


Mr^V£) - 


it ^rrv(m,) 

■^u 


^ \^ii ^rrv(m. 


£) 

£) 


est commutatif et le cube qui s’en deduit parfonctorialite en £ I’est aussi. 
De plus, le diagramme canonique 


V 




it 


V] 


u 

t;+r;-(D£j f 


v+v'{8.) 


D 




it 


D' 




£) 


U 


Rr^\E) 




£), 


( 1 . 2 . 10 . 1 ) 


ou risomorphisme du haut(resp. du has) resulte 1.2.1.1 (resp. estde [Ber02, 
4.4.5]) et celui de gauche decoule de 1.2.8 et 1.2.5, est commutatif. 

Demonstration. Par [Ber96a, 1.5.3], on verifie que le foneteur eom- 

mute aux ehangements de base. 11 en derive que MF^^(£) G 
Le reste de la preuve deeoule de la eommutation aux ehangements de base 
de I’image direete, de I’image inverse extraordinaire (prouvees preeedem- 
ment) et du foneteur eohomologique loeal a support dans un sous-V-sehema 
formel ferme et lisse. 

Lemme 1.2.11 Soient v : Y ^ U une immersion fermee de V-schemas 
formels faibles lisses et £(™o) c Pour tout entier m > mo, 

on note £*^™^ := (8)^(mQ) £(™o). Lorsqu’il existe un entier m > mo 

tel que G etRTjy\z^^^) G 
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canoniquement etbifoncto- 

riellement en Y et £, et le diagramme canonique qui s’en deduit 


^ f'c 


(mo)^ 


■ D 


il,Q 


]n) p(^0) / c (,™0 j\ 
o) / 




l(m) i „ 

i;_,_(m)f (c 


(m)^ 


Hr<”>(eW) 


esi commulatif. Loysque, potty tout ryt > mo, G £^coh(®[r**)’ 

on dispose de resultats analogues en remplagant respectivement « » 

par « » et « {m) » par « f ». 

Demonstration. Cela decoule de 1.2.10 de maniere analogue au fait que 
1.2.6 resulte de 1.2.5. □ 

1.2.12. Soient v : Y ^ U une immersion fermee de V-sehemas formels 
faibles lisses et 5'(™-o) g Le diagramme 

II 


oil I’isomorphisme de droite deeoule de 1.2.7 et 1.2.9, est eommutatif. En 
effet, de maniere analogue aux preuves de 1.2.7 ou 1.2.9, eela se verifie 
en eompletant, tensorisant par Q puis passant a la limite I’isomorphisme 
eanonique 

Avee les notations 1.2.11, on dispose du morphisme eompose, note adj, 
(£(™o))^]Kj^M(£(mo)) ^ £(mo)_ Supposons que, pour tout 

m > mo, Mr5r^(£(™)) G ^). 11 resulte alors de 1.2.10 et 1.2.11 

que le diagramme 

®it,Q 'U_^(m)V (£(™°))-^it,Q £^™'°^ 

U u 

h II 

U u 


oil le morphisme du has est le morphisme d’adjonetion ([Vir04]) et eelui de 
gauehe derive de 1.2.7 et 1.2.9, est eommutatif. 
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Proposition 1.2.13 Soil v : Y ^ U une immersion fermee de V-schemas 
formels faibles affines et lisses. Pour tout -module d droite globale- 
ment de presentation finie M, f + (M) est globalement de presentation finie 
et on a un isomorphisme canonique : 

r{u,v+{M))^r{Y,M) riYMylu)- 

De meme, en remplagant « module a droite » par « module a gauche ». 

Demonstration. Comme M est un -module a droite globalement de 
presentation finie, r(y', (1.1.30). 

Pour tout entier n, il decoule de la Orz-coherence de et du theoreme 
de type A pour les Or/-modules coherents que le morphisme canonique 
r(y, OY)^r{u,Ou)^iU,'^l^n) est un isomorphisme. Le 

produit tensoriel et le foncteur r{U,—) commutant aux limites induedves 
filtrantes, le morphisme r{Y, Oy) ®r(t/,Oc/) ^ r{Y, 

est un isomorphisme. Soient U' un ouvert principal de U etY' := Y Ci U'. 
On obtient de meme r{Y', Oy) (^riU',Ou) r{Y', V^^Zu)- 

Or, r{Y', Oy)^ Y{Y, Oy) (^r{u,Ou) (on utilise laremarque de 

lapreuve de 1.1.11). Finalement, on obtient : 

r{YMzZu) m'MiP^)^r{Y',vZZu)- 

Comme le foncteur « faisceautisation » commute a u* (en effet, v est une 
immersion fermee), '^yZu') faisceau associe au prefais- 

ceau defini sur les ouverts principaux U' de U par : 

u' ^ riY, M) r(y, 

ainsi a verifier que r{Y, M) r{Y, D^Zu) ™ 

module a droife de fype fini. Le produif fensoriel efanf exacf a droife ef 
r (F, M) efanf un F{Y, )-module a droife de fype fini, il suffil de prou- 

ver que r{Y, D^ZZ 2)|^^)-module a droife de fype dni. On 

conclufviar((/,D;f)) ^ r{Y,0y)^r^u,OuZ{U,'DZ"^)^ r{Y,DZZu) 

□ 

Corollaire 1.2.14 Soit v : Y ^ U une immersion fermee de V-schemas 
formels faibles lisses. Pour tout -module coherent M, u+(M) est - 
coherent. 

Notations 1.2.15 Soient f : P' ^ P un morphisme de V-schemas formels 
faibles lisses, Tq (resp. Tq) un diviseur de Pq (resp. Pq), U (resp. U') Vou¬ 
vert de P (resp. P') complementaire de Tq (resp. Tq), j : U ^ P et j' : 
U' ^ P' les immersions ouvertes. On suppose que f se factorise par 
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g : U' ^ U. On reprend les notations de Huyghe [NH03] concemant le 
symbole « * », apparaissant par exemple avec les faisceaux Og 5 (^ * Tq) 

et * To). De plus, pour tout entier m, on notera * To) ;= 

OyCf * To) (g)Og, et I>j>('fTo)Q := Oj>(^To)q ( 8 ) 03 , ce dernier ne 

dependant pas de m a isomorphisme canonique pres. Enfin, 

* To) := Or * U) ®/-io,(t*ro) * n) 

* U) 0/-1O, = Oy,(^ * U) T)[p?iy. 

De meme, on pose * Tq) := Oj>/(t * Tg) ( 8 ) 0 ^, T)y))iy/- 

Proposition 1.2.16 Avec les notations de 1.2.15, les homomorphismes ca- 
noniques Oj)(^ * Tq) ^ j*Ou. O T)|p(^ * Td) ^ sont fidelement plats 

a droite et a gauche. 

Demonstration. On sait deja que ces morphismes sans le symbole "*" sont 
plats (eela est prouve an eours de la preuve de [Ber96a, 4.3.10]). II en de- 
eoule que les morphismes de 1.2.16 sont plats. Par analogie, eontentons- 
nous d’etablir la fidele platitude du deuxieme morphisme de 1.2.16 dont 
la preuve est analogue a eelle [Ber96a, 4.3.10] : graee a [Ber96a, 3.3.5 et 
4.3.8], il suffit de prouver que si 7' est un ouvert affine de IP sur lequel il 
existe / € E(T', Oy) relevant une equation loeale de Tq, et si M est un 
r{y, Ty(^ * To))-module monogene de presentation finie tel que T(T’' n 
il, Ty) AT = 0, alors M = 0. Soient m' > m assez grands 

tels qu’il existe un T(T’', ^(To)( 8 >T|^^(*To))-module monogene de 

presentation finie M' induisant M par extension des sealaires et verifiant 
T(T' nil,T5")) M' = 0. Sur T', le foneteur 

(=i<To) est isomorphe au foneteur loealisation en /. Soit e un generateur 
de M'. On note E le sous-T(T’', ^(To)(8i2)y”^)-module de M' en- 
gendre par e. Comme T(T’',‘BqT ^(To)( 8 >t|^^) est noetherien, E est un 
T(T’',‘B[^ ^(To)( 8 >T[^^)-module monogene, de presentation finie, sans /- 
torsion et tel que T[l//]-^ M'. Comme M'/ttM' = 0, on obtient I’egalite 
{E/ttE)j = 0, oil / est I’image eanonique de / sur AjirA. On termine 
la preuve de fafon similaire en reprenant la preuve de [Ber96a, 4.3.10] a 
partir de « Si Eq = E/pE, on voit ainsi que (Tq)/ = 0. ». 

□ 

Corollaire 1.2.17 Avec les notations de 1.2.15, pour tout entier m, les 
homomorphismes , j^.Ou Oy(^ * Tq), ^ * Tq) et 

j*'^u,Q T)y(^To)Q sont fidelement plats a droite et a gauche. De plus, 

jifDu ®y(^ * To) et ^ TyC^To)^ sont plats a droite et a 

gauche. 
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Demonstration. Traitons d’abord la pleine fidelite. Comme To est un di- 
viseur, il existe une base de voisinages affines de P telle que eelle induite 
sur U soit eonstituee d’ouverts affines. Or, pour tout ouvert affine V de U, 
I’extension r{V, Ou) r{V, Oix) est fidelement plate a droite et a gauehe. 
L’extension j^Ou j*^ix ^st done fidelement plate a droite et a gauehe. 
Graee a 1.2.16, on I’obtient pour j^Ou * Tq). 

Celle du deuxieme morphisme du eorollaire deeoule de I’isomorphisme 

eanonique : * Tq) ^ * Tq). Le troisieme s’en 

deduit en lui appliquant 0Q. 

Passons a la platitude. Pour tout m, les extensions ^ 

sont plates. Par passage a la limite sur le niveau, j^.T>u ^^1 plate. 

La proposition 1.2.16 nous permet de eonelure le premier eas. La platitude 
du dernier morphisme resulte, en plus des arguments preeedents, de la plat¬ 
itude de ^ utilise [Ber96a, 3.5.4]). □ 

Remarques 1.2.18 Soient T un V-schema formel lisse, Tq un diviseur de 
Pq et £ un 1)y(^TQ)-module. On suppose qu’il existe une section f G 
T(1P, Oy) relevant une equation locale de Tq. Comme T est noetherien, 
le prefaisceau qui a un ouvert 7' associe T(1P', £)[!//] est un faisceau. 
Pour tout entier q > 0, il en derive £)[1//]^ H^{7, E{*Tq)). 

De plus, si T est un * TQ)-module globalement de presentation 

finie, alors il existe un ^^{^Tq)- module de presentation finie £ tel que 
£(*ro)^T. 

Supposons a present 7 affine. On obtient alors les theoremes Aet B : 

A) Pour qu’un * TQ)-module 7 soit globalement de presentation 

finie, il faut et il suffit que T(y, T) soit un T(1P, * TQ))-module de 

presentation finie, et que Phomomorphisme * Tq) 

r{7, T) soit un isomorphisme. 

B) Pour tout * TQ)-module 7 globalement de presentation finie, 

pour tout entier q> I, T) = 0 . 

En outre, les foncteurs r{7, —) et * Tq) (t*To)) ~ 

des equivalences quasi-inverses entre la categorie des P{7, * Tq))- 

modules de presentation finie et cede des * TQ)-modules de presenta¬ 
tion finie. 

En effet, en vertu de [Ber96a, 3.6], on le salt sans le symbole Les 
remarques precedentes nous permettent alors de eonelure. 

Proposition 1.2.19 Avec les notations de L2.16, pour tout * Tq)- 
module localement de presentation finie £, I’homomorphisme eanonique 
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est un isomorphisme. De plus, pour qu’un morphisme de *Tq)- modules 

localement de presentation finie £ soit injectif, surjectif ou bijectif, ilfaut 
et il suffit que sa restriction diile soit. 

On beneficie d’un resultat analogue en remplagant « * Tq) » par 

« (U To) » et « DJj » par « ». 

Demonstration. On reprend les arguments de [Ber96a, 4.3.12] : I’exaeti- 
tude a droite des foneteurs en £ (graee an theoreme B pour les D^-modules 

eoherents ou -modules eoherents impliquent I’exaetitude de j* dans 
nos eas) nous ramene, afin d’etablir 1’isomorphisme 1.2.19.1, au eas imme- 
diatou £ = Dy(^ *Tq) ou £ = *Tq). La proposition 1.2.16 permet 

ensuite d’obtenir le eritere d’injeetivite, surjeetivite ou bijeetivite. □ 

Lemme 1.2.20 II existe un morphisme canonique ^ 

Tq) de , j'^^g~^D^j^'’)-bimodules. En outre, le morphisme induitpar 

extension des scalaires, *2])) (g)(m) ^ *Tq), 

est un isomorphisme. 

Demonstration. L’injeetion eanonique g*Djj ^ induit la suiv- 

ante ^ ■ Puisque le morphisme 0^* T^) ^ j'Oy, 

est injeetif, par un ealeul en eoordonnees loeales, on obtient les injeetions 
(adjonetion de j' puis eompletion) 


D 


(m) 


(t * To) j:T 


(m) , 

il'^U 




j;® 


it'Sil¬ 


via un ealeul en eoordonnees loeales et I’injeetion eanonique j^Oui 
* Tg), on etablit la faetorisation : 




'ii 


J 





Par extension des sealaires, il derive de eette faetorisation Oj>i *Tq)(8)jv 

*Tq). Par un ealeul en eoordonnees loeales, on veri- 




(m) 




V 


(m) 


fie que eelui-ei est un isomorphisme. On eonelut graee a I’isomorphisme 


eanonique 0 y' (^ * ji ® 


(m) 




il®: 


Jm) 


u- 


□ 


Proposition 1.2.21 Avec les notations 1.2.15, on suppose f lisse. Pour tout 
-module localement en P de presentation finie £, on dispose d’un 
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isomorphisme canonique 

j* jjf y xj 

^ 2)y/^ji(^^o)Q ®/-iDt,(tTo)Q ^ (®y(^^o)Q j*^)- 

En outre, ceux-ci sont transitifs en f et g. 

Demonstration. L’homomorphisme 

® _i 2 )(™) 5'~^£) induit par extension des sealaires 

9 u 


j*y '^u 

(t ^ . . .•'r-nM 




•/ /rnl™, 

,(">) 


,_i 2 ^(m) g £). 


* ^o) 

o/* "^Ijf 

Par 1.2.20 et via le morphisme eanonique /“^j* —> jlg~^, eonstruit par 
adjonetion, on obtient alors le suivant *T^)iSi ^(m) 

D^rV * n) 9-^^)- D’ou 

j* ^ijf y -^u 


,(m) /t . 


bSItC • ri) /-1 (b5”V » T„) 


5 . rr,(>Tt) 2*£) 






'iM 

■'u'^u 


g-^S-). ( 1 . 2 . 21 . 1 ) 


Comme £ est loealement en P de presentation finie, il deeoule de 1.2.4 
que 0 g~^£ est loealement en P' de presentation finie. 

Par 1.1.33, le terme du bas de 1.2.21.1 est loealement de presentation finie 
sur * Tg). De plus, il en est de meme de eelui du haut. Comme 

1.2.21.1 est un isomorphisme au-dessus de it', il deeoule de 1.2.19 que 
1.2.21.1 est un isomorphisme. Pour en eonelure la eonstruetion de I’iso- 
morphisme de 1.2.21, il suffit de verifier que I’homomorphisme eanonique 

D]p,(tr^)Q * ^o) ^ ®|p'^yCl’T^)Q, induif par ex- 

fension des sealaires, esf un isomorphisme. Comme / esf lisse, ee dernier 
esf un morphisme de D]p,(tTg)Q-modules eoherenfs. Par [Ber96a, 4.3.12], 
il suffif d’efablir que sa resfriefion a it' esf un isomorphisme. Or, eomme g 
esf lisse, esf D^JT^-coherenf. Le morphisme ^ 

esf done un isomorphisme. D’ou ©[[Tq 

On fermine graee a la commutation a isogenie pres de 1’image inverse ex¬ 
traordinaire par un morphisme lisse au niveau ([Ber02, 4.3.3]). 

En ce qui concerne la commutation aux isomorphismes de composition 
des images inverses extraordinaires, il s’agit de verifier la commufafivile 
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d’un diagramme canonique. Par [Ber96a, 4.3.12], il suffit de I’etablir pour 
sa restriction a il'', ce qui est aise. □ 

Proposition 1.2.22 Avec les notations 1.2.15, on suppose Tq = /“^(Tq). 
Soit £' un D^}-module localement en P' de presentation finie tel que 

5 f+(£') soit un -module localement en P de presentation finie. On dis¬ 
pose alors d’un morphisme canonique : 

D]p(^ * To) (g) ^(0) j*5r+(£') 

d U 

^ *To) (UT') 

( 1 . 2 . 22 . 1 ) 


Celui-ci est un isomorphisme au dessus de il. De plus, ceux-ci sont transitifs 
en f et g. 


Demonstration. Par 1.2.13, on remarque que lorsque / est une immer¬ 
sion fermee, 5'+(£') est forcement un T^-module localement en P de 
presentation finie. De plus, le morphisme / est le compose de son graphe 
P' ^ P' X P suivant de la projection P' x P P. On se ramene ainsi a 
supposer que / est soit lisse soit une immersion fermee. 

Grace a 1.1.33, £/)_ 

■^[7' '^U' 

Lorsque / est lisse, de maniere analogue a [Ber02, 2.4.6.2], on dispose 
d’un quasi-isomorphisme canonique 

En particulier, admet une resolution finie par des 2)®-modules 

libres de type fini. Lorsque / esf une immersion fermee, esf un 

©[^/-module libre. Dans les deux cas, il en decoule que le morphisme 
Ji'^uLu' ^ ®1^(0) s') esf un isomorphisme. On 

obfienf par composifion : j* 5 +(£')^R/*(j'J*S')- Nous 

3*^U' 

aurons besoin du lemme ci-apres. 


Lemme 1.2.23 Pour tout entier m, il existe un homomorphisme canonique 




(m) 


* ^o) de {jig ^D^^\jiD^^^)-bimodules. 




Jm)^ 

V' 


Demonstration. En rajoufanf les faisceaux de formes differenlielles de de- 
gre maximum, cela se verifie de maniere analogue a 1.2.20. □ 


On dispose d’un morphisme canonique T 
Avec 1.2.2 


(m) 


Avec 1.2.23, on obfienf 


U^U' 


>]L 


* To) ^ * To). 

^ * To). D’oii : 

* Tn^ 


'•cy . (0) * Tq) ® . (0) 


J*S')- Onobfienfpar 
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composition : 

9 : j.g+in ^ 


II en resulte par extension la construction du morphisme de 1.2.22.1. 
La restriction a il de 0 correspond au morphisme compose : 


2*S0- 




D' 


,(o) 


a') 




,(o) £') 




t , 

it^it' 


(o)£')- 


D’apres 1.2.8, 


)( 0 ) , 
'u^U' 


D 


( 0 ) 


£') ^ Mp*(D 


( 0 ) , 


D 


( 0 ) 


£') 


est un isomorphisme. De plus, il resulte de [Ber02, 3.5.3.(ii)] (en passant a 


la limite), que < 8 ) 2 i(o) 




(0) 
it^it' 




( 0 ) 




it^it' 


D 


( 0 ) £') 


est aussi un isomorphisme. II en derive que la restriction a it de 1.2.22.1 est 
un isomorphisme. □ 


1.3. Description des isocristaux surconvergents sur les schemas affines et 
lisses 

Soit yt un V-schema formel faible affine et lisse. On remarque que 
grace a Elkik ([Elk73]), il existe un V-schema affine ef lisse Y donf le 
complefe faible esf isomorphe a y^. 

1.3.1. Il resulfe de [Ber96b, 2.5.2], qu’il exisfe un foncleur pleinemenf 
fidele de la cafegorie des isocrisfaux surconvergenfs sur yo dans celle des 
r{Y\ Oyt Q)-modules projeclifs de fype fini munis d’une connexion in- 
fegrable. Or, pour foul y(y^, Oyt,Q)-inodule de fype fini E muni d’une 
connexion infegrable, le morphisme canonique OytQ ®r(yt,o 1 ,^) ^ 

™ isomorphisme. Ea cafegorie des r{Y\ OytQ)- 

modules de fype fini munis d’une connexion infegrable esf ainsi equivalenfe 
a celle des Dyt Q-modules globalemenf de presenfafion finie el qui soienf 
en oulre Oyt Q-coherenls. 

Il en resulfe un foncleur pleinemenf fidele, nole sp,^, de la cafegorie des 
isocrisfaux surconvergenfs sur Yq dans celle des Dyt Q-modules globale¬ 
menf de presenfafion finie el Oyt Q-coherenls. 

Proposition 1.3.2 Soient E un isocristal surconvergent sur Yq et 8. := 
sp,^(£'). Il existe un -module globalement de presentation et 

Oyt-coherent, et un isomorphisme Vy^ Q-lineaire £. 

Demonstration. Nolons := y(y^,Oyt) el E := r{Y'^,8). Comme 
E esf un ^J^-module projeclif de fype fini, il exisle un ylj^-module E, 
un enlier r el un isomorphisme Aj^-lineaire : E © F©- . En nolanl 

E := Ak ©^t E et F := Ak ©^t F, on oblienf 1’isomorphisme E © 
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{AkY ainsi que les injections canoniques E ^ E et F ^ F. Par 
abus de notations, on considerera tons ces ensembles inclus dans {AkY- 

On pose := {e G Ej \/k, G E D II resulte de 

[Ber96a, 2.2.4.(iii)], que est un sous--module de £" n ( 2 !^)'’. II en 

decoule que I’ensemble est un sous- r(yt^Dj^)).inodule de E, de 

type fini sur A^. 


Notons II — II la norme spectrale sur Ak- Pour tout a G Ak, II a ||< 
1 si et seulement si a G vl ([Ber96a, 2.4.2]). Si A^ E n {AY est 
un homomorphisme surjectif, celui-ci induit (on applique ^yK) le suivant 
Ak^ E. On notera || — || la norme quotient (qui est une norme de 
Banach) induite par celui-ci. Pour tout e G i?, si || e ||< 1 alors e G 

Er\{AY. 

Pour A: G N, posons k = D’apres [Ber96a, 2.4.3.(i)], il 

existe r/ < 1, c G M tels que |(7^”^^!| < crj^ pour tout k. Pour tous e G E 

et k G N^, II ||= |(7[”^^!| || ||< || ||. Comme 

E est un isocristal convergent sur Yq, ce dernier terme tend vers 0 lorsque 
|A| tend vers I’infini. II existe done un entier N tel que |A| > N implique 
9<->(™)e G E {AY- Comme E est stable par Paction des ^k>(7n) gj 
puisque que E r\Er\ {AY = E r\ {aYj^Y C (AY = E n {A^"^ (la derniere 
egalite resultant de [Ete02, Corollaire de la Proposition 2]), on en deduit 

que Ve G E, 3N G N, Vfe tel que \k\ > N, G E f] {A^^- H en 

derive que le morphisme canonique E^'^ —>■ E est un isomorphisme. 


Comme le morphisme Oyt 

est un isomorphisme, le faisceau := 
a la question. 


-Pyt 


repond 

□ 


Remarques 1.3.3 De maniere analogue a [Ber90, 3-1-3], on volt qu’un 
-module, coherent en tant que Oyt-f^odule est alors coherent en tant 
que vYY-module- 

Corollaire 1.3.4 Avec les notations de 1-3-2, le morphisme Oy,Q 
£ —> T>y Q un isomorphisme- 

De plus, soient E 1’isocristal convergent sur Yq induit par E et E := 
Q £■ Alors, oil sp .' ^k —> ^ est le morphisme de 

specialisation- 
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Demonstration. En notant le complete p-adique de on dispose 
du diagramme commutatif 







g(m) 


dont les fleches obliques sont des isomorphismes. Celle horizontale Test 
done aussi. II en derive que le morphisme canonique Oy,Q q ^ ^ 

® iTq <8 )Dy t Q ^ isomorphisme. On obtient la premiere partie du corol- 

laire en passant a la limite sur le niveau. La seconde partie s’en deduit. □ 


J.4. D-modules arithmetiques associes aux isocristaux surconvergents sur 
les schemas affines et lisses 

Soient un V-schema formel faible lisse, To un diviseur de Pq, 
I’ouvert de P^ complementaire de To, j : ^ P^ I’immersion ouverte 

et V : une immersion fermee de V-schemas formels faibles. On 

suppose en outre affine et lisse et on note Xq 1 ’adherence schematique 
de Yq dans To et (-£’-)Coh(lP, To, Xo), la categoric des (T-)T]p('l’To)Q- 
modules coherents a support dans Xo- 

1 . 4 . 1 . Soient E un isocristal surconvergent sur Yq et £ := sp,,,(T). Choi- 
sissons £( 0 ) 

, un T®-module globalement de presentation, Oyt-coherent et 
verifiant £q^^ £ (voir 1.3.2). On garde les notations de 1.3.4 concernant 
I’isocristal convergent E sur Yq induit par T et £ := q q 

Grace a la proposition 1.2.13, le T®-module n+(£(°)) est globalement 
de presentation finie. D’apres 1.1.33.3, il en derive que n+(£(°)) est un 
-module globalement de presentation finie. On en deduif que le fais- 

ceau 

SPyt^f/t,To,+ (^) •= ®Ip(^^o)q O . 2 )( 0 ) 

■'* c/t 

esf un T]p(^To)Q-module globalemenf de presenfafion finie a supporf dans 
Xo. On remarque que celui-ci esf independanf du choix de On dis¬ 
pose ainsi d’un fonefeur spyt^f/t,To,+ : Isoc^(yo/-?tr) ^ Coh(T,To,Xo). 
Lorsque To esf vide, on omeffra comme d’habifude de I’indiquer. 

1 . 4 . 2 . Avec les nofafions de 1.4.1, soienf Tq D To un diviseur de Pq, C/'t ~ 
P^ \ Tq, y't := yt 'y Xq ef j' : C/'^ C Pt. Grace a 1.2.21 (ufilise lorsque / 
esf I’idenfife), on verifie que Ton dispose de I’isomorphisme foncloriel en 

E G IsOc'*'(yo/P) (^TQ)spyt^f/tyQ,+ (T)^ SPy/t^[//ty^^+(j'^T')- 
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Remarques 1.4.3 Soil un V-schema formel faible affine et lisse. Grace 
a Elkik ([Elk73]), il existe un V-schema affine et lisse Y dont le complete 
faible est isomorphe a II existe alors une immersion fermee Y ^ A^- 
En notant P := P^, U := et T le diviseur P \U, on obtient une 
immersion fermee v : Y^ de V-schemas formels faibles lisses et 

I’inclusion j : W C P'^. Cette situation geometrique est un cas particulier 
de celle de la section. 

Lemme 1.4.4 Avec les notations de 1.4.1, on dispose des isomorphismes 
canoniques spytwt/t,ro,+(-®)lii^ 

Demonstration. Par 1.2.8, spyt^^/t^To 0^(0) i;+(£W) 

c/t 

^®llQ £®). Par [Ber02, 4.3.8], il en decoule I’i- 

somorphisme spyt^f/t,To,+ (-®)lil^'^+(®y q £^°^). On conclut via 
Q 0^(0) £(o) (1.3.4). □ 

vt 

Proposition 1.4.5 Lefoncteur spyt^f/t Tq + exact etfidele. 

Demonstration. D’apres 1.1.33, le morphisme eanonique j* r;+(£W) ^ 
est un isomorphisme. Le foneteur E o t^(o) 

(qui ne depend pas du ehoix de £0)) est done exaet. Comme 
I’extension Dj)(^To)q ^ Dy(^To)Q est plate a droite et a gauehe, il re- 
sulte de 1.2.17 que 2)y(^To)Q est j*Djj\ Q-plat a droite et a gauehe. Le 
foneteur spyt^f/t^XQ^y est done exaet. 

Traitons a present la fidelite. Via [Ber96a, 4.3.12], il suffit d’etablir eelle 

de I—> spyto^[/t,ro,+(-®) lil^ n^£. Or, le foneteur E ^ E qsX fidele (eela 
resulte de [Ber96b, 2.1.11]), sp,^ est pleinement fidele sur la eategorie des 
isocristaux eonvergents sur Yq et est pleinement fidele sur la eategorie 
des Dy Q-modules eoherents. D’ou le resultat. □ 

1.4.6. Lorsque Xq est lisse, on dispose (voir [Car, 2.2.17]) du foneteur 
eanonique SY>Xo^tP,To+ ■ (A-)Isoc^(yo,^ (F-)Coh(y, Tq, Xq). 
Ce dernier est pleinement fidele avee et sans Frobenius et on notera {F- 
)Isoc^(]P, To, XqIK) son image essentielle (on omet d’indiquer Tq lorsque 
eelui-ei est vide). On dispose du diagramme essentiellement eommutatif 
(i.e., les deux foneteurs eomposes sont eanoniquement isomorphes) : 

T-Isoct(T, To, Xq/K) T-Isoct(il, Yq/K) 

®PXq^3>,Tq,+ sPVQ^il.+ ls 

T-Isoct(yo/Xo/T:)-- T-Isoc(Fo/i^), 
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dont les foncteurs verticaux sont des equivalences de categoric et oil les 
foncteurs horizontaux sont les restrictions canoniques. D’apres Kedlaya, 
F-Isoc^(yo/-^o/^) —> F-lsoc{Yo/K) est pleinement fidele ([Ked04]). II 
en est done de meme de : F-Isoc^(lP, To,Xo/K) —> F-Isoc^(il, Yq/K). 

1.4.7. Lorsque Ton travaille avec les F-isocristaux surconvergents, le theo- 
reme de pleine fidelite de Kedlaya ([Ked04]) est un outil tres puissant. 
Le theoreme ci-apres en fournit une illustration. Definissons d’abord la 
categoric F-1soc^*{‘J’,Tq,Xo/K). Ses objets sont les couples (£,</>), oil 
£ G Coh(lP, To, Xq) tel que £|n G Isoc^(il, Yq) et cj) : F*£|u^ £|il dans 
Isoc^(il, Yq)- Ses fleches (£i,(/)i) ^ {& 2 ,(p 2 ) sont les morphismes £i ^ 
£2 I)|p(^ro)Q-lineaires dont la restriction ait commute a (/>i et (^> 2 . Par 1.4.4, 

le foncteur spyt^f/t,'ro,+ induit F-1soc\Yo/K) F-Isoc^*(y, Tq, Xq), 
celui-ci etant fidele grace a 1.4.5. 

Theoreme 1.4.8 Avec les notations de 1.4.7, le foncteur spyt^f/t Tq + •' 
F-Isoc^(Yo/X) —> F-Isoc^*(lP, To, Xq/X) est pleinement fidele. 

Demonstration. On dispose du diagramme canonique essentiellement com- 
mutatif 


®P-Kt^C7t,Tn,+ , 

F-Isoc^(Fo/X)-^F-Isoct*(T,To,Xo) 

F-Isoc(Fo/X)- ’ > F-Isoct(it, Xo)- 

Comme spyt^^t Tq + lit foncteurs fideles et que les deux autres 

sont pleinement fideles, il en resulte que spyt^[/t,ro,+ pleinement fidele. 

□ 

Remarques 1.4.9 Si E G (F-)Isoc^(Yo/X), le theoreme 1.4.8 n’implique 
pas directement que Von dispose d’un isomorphisme canonique de commu¬ 
tation a Frobenius spyt^^/t yp _,_(F*F)^ F^spyt^yt Tq +{E). 

On dit que : spyt^f/t,To,+ (-^*-^)^-^*sPyt^f/+,To,+ (-®) « I’i- 

somorphisme canonique de commutation a Frobenius » s’il induit le dia¬ 
gramme commutatif suivant 

spyt^f/t,To,+ (-^*-®)lit-^ spyp^iiy(F*F)-^ U^F*£ 

F*(spyt^f/t,To,+ (-®)|it) ~ > F*SPyp^£ty(F) > F*v\_E, 

(1.4.9.1) 

oil les isomorphismes horizontaux sont 1.4.4 et celui-ci de droite est I’iso- 
morphisme canonique de commutation a Frobenius de Vimage directe (voir 
[Ber02]). Le diagramme 1.4.9.1 implique Vunicite de cet isomorphisme. 
Tout le probleme est d’etablir son existence. On remarque, via cette unicite, 
que son existence est locale en T. Nous la prouverons lorsque Xq est lisse 
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(voir 1.4.13) et surtout lorsque Yq se desingularise localement idealement 
(voir 2.3.6). 

Conjecture 1.4.10. Notons pyo,Xo • Isoc^CYo/-?^) ^ Isoc'l’(yo)et 
cv : Isoc^(lo)^ Isoc(lo/^) les foncteurs restrictions (de meme 
en rajoutant F-). II est conjectural que ceux-ci soient pleinement fideles 
(voir [Tsu02]). On conjecture alors les deux suivantes : 

(a) Lorsque Xq est lisse, pour tout isocristal surconvergent E sur Yq, on 
dispose d’un isomorphisme fonctoriel en E 

SPyt^f/t,To,+ (-®)^Spj(^^^y^2b+ ° PYo,Xo{E). 

(b) Le foncteur spyt^t/t,ro,+ ®^t pleinement fidele. 

Le theoreme 1.4.14 valide la conjecture (a) lorsque Ton dispose d’une 
structure de Frobenius. 

Lemme 1.4.11 Soient (P un V-schema formel lisse, Tq C Tq dewc diviseurs 
de P et 8.un(E-)Dj,(^TQ)Q-module coherent. 11 existe auplus une structure 
de (E-)1)j,{^TQ)Q-module coherent sur £ prolongeant sa structure canon- 

ique de (F-jDy(^To)Q-/nor/Mte. De plus, Vexistence d’une telle structure 
est locale en 7. 

Demonstration. On dispose du morphisme £ ^ I)]p(^Tq)q (8 )^t (tTo)Q 
Par [Ber96a, 4.3.12], celui-ci est un isomorphisme si et seulement si £ est 
muni d’une structure de (F-)D]p(tTQ)Q-module coherent prolongeant sa 
structure canonique de (F-)2)y(tTo)Q-module. □ 

Lemme 1.4.12 Soient 7 un V-schema formel lisse, Xq, Xq des sous-schemas 
fermes lisses de P, Tq et Tq deux diviseurs de P tels que Xq\Tq = Xq\Tq. 
Soit £ un (F-)T>y,(^TQ)Q-module telqu’il existe un (F-) isocristal E sur 

Xq \ Tq surconvergent le long Tq n Xq et un isomorphisme ( F-jD]p(^To)Q- 
lineaire £^ ^ (E). 

La structure de (E-)DQ,(^TQ)Q-module de £ se prolonge en une struc¬ 
ture de (E-)Dq,(^Tq U TQ)Q-module coherent. De plus, il existe un (F-) 
isocristal E' sur Xq \ Tq surconvergent le long Tq Pi Xq et un isomorphisme 
(F-) T>l,(^TQ)Q-lineaire £^ spjj^/^y 

Demonstration. Traitons d’abord le cas oil Tq = Tq. D’apres la caracteri- 
sation de I’image essentielle de 2 V il suffit de prouver que £ est 

a support dans Xq, i.e., (tXQ)(£) = 0. Grace a [Car04c, 2.2.9], comme 
Xq)E,) = 0, (^^ 0 )^ = 0 si et seulement si (('^Xq)£)|j)\ 2 |, = 0. 

Or, [(tX')(£)]|y\ 2 ’o^ (^^0 \ 7^o)(£|nTo) = (^^0 \ TQ)(L\y\To) = 0- 

Supposons maintenant Xq = Xq. Par 1.4.11, le fait que £ soit de sur- 
croit un (F-)2)jp(tTo U TQ)Q-module coherent est local en 7. Supposons 
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done que Xq ^ P se releve en un morphisme u : Xo ^ T de V-schemas 
formels lisses. Comme les foncteurs u+, utq,+ et + sont isomorphes 

etpuisque (roUr^)nXo = TonXo,spxo^v,To,+ i^)^'^ToUT^,+sp*{E)- 
La coherence se preservant par image directe par un morphisme propre, 
spxowy,ro,+ (-®) done un {F-)1)y(^TQ U Tg)Q-module coherent. De 
meme, + {1^) cst dans I’image essentielle de y 2 ’' +• 

EnremarquantqueXo\ro = Xo\(roUT^) = X^\(roUT^) = X^X^, 
on verifie que le cas general se deduit des deux precedents. □ 

Proposition 1.4.13 On suppose Xq lisse, Pq separe et on se donne E un 
isocristal sur Yq surconvergent le long de Tq Pi Xq. L’isomorphisme canon- 
ique (j) : spyt^t/t ToTo+(-^) commutation d 
Frobenius existe (voir 1.4.9), i.e., il induit le diagramme commutatif ci- 
apres 

spyt^c/t,ro,+(-^*-®)lit—-^*(sPyt^[/t,ro,+(-^)lit) (1.4.13.1) 

v\F*t -^ F*vlt, 


ou les isomorphismes verticaux sont 1.4.4 et celui du has est I’isomor- 
phisme de commutation a Frobenius de I’image directe. Lorsque E est un 
F-isocristal surconvergent, spyt^;7t,ro,+ (-®) done muni d’une struc¬ 
ture canonique de F-T)'^y{}TQ)Q-module. 

Demonstration. Fixons F : ^ yt un relevement de Frobenius. No¬ 
tons P't ;= pt X P\ C/'t := C/t X C/t, j' : C/'t c P't, ;= \ 

C/g, /i et /2 : F't ^ pt (resp. gi et g 2 : P't ^ C/t), les projections 
respectives a gauche et a droite, hi : pt x pt ^ pt et v' I’immer- 
sion fermee {v,v o P) : yt P't. D’apres 1.2.21, D]p,(trg)Q 

2*5k^-r(£®))^/2r'To(^'p(^^o)Q ®- 2 ,( 0 ) j>+(8t°t)). Or, on dispose 
des morphismes : 

n+P'(£t°t)^n+P'n'n+(£t°t)^n+n'p^n+(£t°t) ^ 5-n+(£®). 

(1.4.13.2) 

II en derive par fonctorialite et composition 






( 0 ) 


/iT|j,ro(®y(^^o 


3* 


ip(0) J*'^+ 

C/t 


(£(»)». 


(1.4.13.3) 

Notons 5fq le morphisme (id, Pq) : Pq Pq x Pq, oil Pq est Frobe¬ 
nius. On identifiera Pq, Pq, Xq, Yq a des sous-schemas de Pq x Pq via Sfq 
(on prendra garde de ne pas les identifier via 1’immersion diagonale par 
exemple). 
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Comme il existe un isocristal E sur Yq surconvergent le long de Xq n 
To tel que T)55(tro)Q ® ^(o) eelui-ei est 

D]p(tro)Q sureoherent (2.1.4). Puisque D]p,(^T^)Q(8) (o) j^n+F'(£®)) 

j* -^iji 

est un D]p,(^rg)Q-module eoherent a support dans Xq (et done dans Pq), il 
derive alors de 1.4.13.3 le morphisme dans i2j?jj[^(Dy,(^rg)Q) : 




(1.4.13.4) 


Comme<5-1 (/f^T^o)) = U, 5p^if^\To)) = etT' = f{\To)U 

f^^To), o (t/-i(ro))^ RP^p^ o {%). On en deduit RP^p^o 
^RP^^o fl p^. Comme 6p -- - 




° f2,T^,To^^^Po ° f2,To^^FoJ2HTo),+^FoJ^\To)^iP 

'^i4) J2"^('ro),+-^oVo^ '^FoJf i(ro),-r^o • 

Le morphisme 1.4.13.4 est done eanoniquement isomorphe a 

Vl„Cn)Q(^ ,0) 

J* -^Jj! 

^ <^Fo,/r^(To),+^o (2)|p(^ro)Q ® j>+(£®)). (1.4.13.5) 

Notons j” r immersion ouverte ?7^ x ^ P'^ et v" : x P"^ 

rimmersion fermee eomposee du graphe de j onoF (qui est une immersion 
fermee ear Pq est separe) suivi de n x i<i : x P^^ P'^ x P^. Comme j" o 
v" = j' ov', j” ovp^ j'j^ov'p. Il en deeoule que le morphisme d’adjonetion 

■?*^c/txPt ^ “duit la fleehe 


® ^ P]p,(tT')Q® (0) i:(4P'(£W)). 




( 0 ) 
r/t xpt 


c/'t 


(1.4.13.6) 

Comme /i o 5fo = id, on verifie Yq = xP oxPq (^o x Pq). P*£(°) 
est un P®-module globalement de presentation, Oyt-coherent et tel que 
P*£Q^y P*£. Il represente done un modele de I’isoeristal sureonvergent 
F*E. Or, D|p,(t/f i(ro))Q(8) ,^(o) j"(n(fP*(£W)) est dans I’image es- 

■'* cctxpt 

sentielle de sp^^^p, Par 1.4.12, eelui-ei estmeme un Py,('l’rg)Q- 
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module coherent et done le morphisme canonique 

D|p,(t/f i(ro))Q ® .,^( 0 ) 

■'* C/txPt 

^ D|p,(tr')Q ® (0) j:«F'(£(0))). (1.4.13.7) 

■'* crtxPt 


est un isomorphisme. En composant 1.4.13.5, 1.4.13.6 et 1.4.13.7, on ob- 
tient 


D|p,(t/f i(ro))Q j:«F'(£W)) 

■'* ptxpt 

^ <^Fo,/r^(To),+^0 (2?!p(^To)q ® ^(0 ) J>+(£®)). (1.4.13.8) 

Or, d’apres 1.2.22, on dispose du morphisme 

2^Ip(^T^o)q ^(0 ) j*(hi,+<F*(£W)) 

■'* pt 

^ /i,ro,+ (i)|p,(Vr'(ro))Q j:'«F*(£W))), (1.4.13.9) 

ptxpt 

qui est un isomorphisme grace a [Ber96a, 4.3.12]. Comme u+ et 

/i^ro,+ o f~^{To) utilisant 1.4.13.9 et en appliquant /i,To,+ 

a 1.4.13.8, on obtient alors 


^( 0 ) j*(r;+F*(£W)) 

•'* pt 

Fo*(D]p(tro)Q ® ^(0) J>+(£W)). (1.4.13.10) 

■'* pt 


Par [Ber96a, 4.3.12], pour conclure la demonstration, il suffit de prouver 
que le diagramme 1.4.13.1 est commutatif. Cela est local en il et on se 
ramene au cas oil est affine. On notera F ^ un relevement de 
Frobenius tel que F o v = v o F (un tel choix est possible grace a [AraOl, 
3.3.2]) et : s = {id, F) : W U'^. On aura besoin du lemme ci-apres. 

Lemme 1.4.13.11 Avec les notations ci-dessus, pour tout Dy, (2 o))q- 
module (ou complexe) coherent £ d support dans Pq, on dispose d’un iso¬ 
morphisme canonique (/i^'ro,+(£)|it^ gi,+ {^W) fonctoriel en £. 

Demonstration. On a toujours (/i,To,+(£)|it^/ti,+ (£|itxJ’)- On termine 
alors la preuve en remarquant que £|nxO’ est a support dans Uo et I’immer- 
sion fermee Uq ^ Uq x Pq induite par diTp se factorise par Uo ^ (/q. 
□ 
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Grace au lemme 1.4.13.11, en appliquant g\ au morphisme 6 de 

r^+(£®)) (p 2 ^+(£(°))) 

r^+(£®)),-- 92 (®L,q r;+(£®)) 

(1.4.13.12) 

oil la fleche de droite du haul derive de 1.4.13.2, on obtient (via 1.2.9 
et les isomorphismes idj^ et gi^pv'p^vp) la restriction de 

1.4.13.10 ail, i.e., r;+F*(8(o)) ^ F*(Di_Q®^(o) r;+(8W)). 

’ et ’ ^ ^ 

En appliquant a I’isomorphisme canonique r;^t-£"*£^-£"*t;^t£> on 
obtient n^F*£^ que Ton notera 9'. 11 s’agit de verifier que 

6 et O' se correspondent modulo les isomorphismes 1.2.9, 1.2.7. Or, d’apres 
[Car03], le morphisme d’adjonction adj : id —>■ est compatible a 

Frobenius, i.e., le diagramme canonique 


adj 


■n'tn+ti^*(£) 


F*(£)' 

~|adj 

(£) (£), 


(1.4.13.13) 


est commutatif. En lui appliquant n_,_t, on obtient la commutativite du carre 
de gauche du diagramme 


n+tF*(£) —^n+tnVt£^*(£) ^n+tF*(£) (1.4.13.14) 

~|adj 

n+t (£) v+,v'-^F*Vp, (£) ^ F*v+, (£). 


Celle du carre de droite se verifie par fonctorialite. D’ou la commutativite 
de 1.4.13.14.11 en resulte alors celle du diagramme 


5pp,vXF*{t) --^- v'lF*{l) 

f adj ~ f adj 

(£) (£) (£) 

11 y r-^ y 

5f+^v\v-'^F*Vp\ (£) (£) — vlF'-'^g'^ n+t (£) 

yadj yadj yadj 

(iF+t^*n+t(£) ^-te-5F+t<^F5'2^n+t(£)-77—^5r2^n+t(£) 

(1.4.13.15) 
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En effet, le carre en bas a droite est commutatif par transitivite des mor- 
phismes d’adjonction. Les deux du milieu le sent par transitivite de I’iso- 
morphisme de eommutation a la eomposition des images inverses extraor- 
dinaires. Enfin, les deux derniers le sent par fonetorialite. En utilisant la 
eommutativite du diagramme deduit de 1.4.13.14 par applieation de 

on verifie que le morphisme v'^F*{8,) de 1.4.13.15 pas¬ 

sant par le haul puis la gauehe est 6'. Or, graee a 1.2.12, 1.2.9 et 1.2.7, on 
verifie que la fleehe ^ (£) de 1.4.13.15 passant par 

la droite puis le bas, eorrespond a 0 (voir 1.4.13.12). 

□ 

Proposition 1.4.14 On suppose Xq lisse et Pq separe. Pour tout F-isocristal 
E surconvergent sutYq, on dispose d’un isomorphisme F-D|p(^To)Q-/mea/re 
spyt^c/t,ro,-r(-®)^ spxo^y,To-r o PYo,Xo{E) etfonctoriel en E. 

Demonstration. Graee a 1.4.13, spyt^r/t Tq +{^) muni d’une strueture 

de F-D]pCfro)Q-module telle que spyt^; 7 t,To,-r (^) lii^ spy^^y + (.E) eom- 
mute a Erobenius. On eonelut graee a la pleine fidelite du foneteur restrie- 
tion lii: F-Isoc^TjTq, Xq/K) F-Isoc’^(il, Yo/-?^) (voir 1.4.6). □ 

Term in on s eette seetion par la proposition suivante. 

Proposition 1.4.15 Soient f : P'^ P^ un morphisme lisse de V-schemas 
formels faibles lisses, Tq un diviseur de Pq. ?o (resp. t/'^) 

I’ouvert de P^ (resp. P'^) complementaire de Tq (resp. Tq), j (resp. j') 

I’immersion ouverte correspondante. On se donne de plus un morphisme 
b: Y^ de V-schemas formels faibles affines et lisses, des immersions 

fermees v : Y^^ ^ et v' : Y'"^ ^ U'\ tels que g o v' = v o b, ou g : 

W est le morphisme induit par f. Enfin, Xq (resp. Xq) designe 
radherence de Yq (resp. Yq) dans Pq (resp. Pq). 

Pour tout objet E G Isoc^^ (Yq/K) tel que KT^, (spyt^ Ut,To,+ i^)) 
soit a cohomologie 2)y, Tf)Q-coherente, il existe un isomorphisme canon- 
ique spy/t rp^ _^_{b*E)[dxf^/X q ]^ x'/ tq, ro,-i-(-®))• 

En outre, celui-ci commute aux isomorphismes de commutation des im¬ 
ages inverses (resp. images inverses extraordinaires). 

En particulier, lorsque Xq = /“^(Xq), pour tout E G Isoc^(yo/-fi"). 
on obtient spy/twt/'t,T^,+ (6*T)[dx'/Xo]^ ff^ispyt^W,To,+i^))- 

Demonstration. II resulte de la 1.2.21, 2)y,(^TQ)Q jlg'vy(8,^^^) 

^/To(sPYt^f/t,To,+(-®))- morphisme v'_^_v'' id, il en resulte 

spy/t^c//t,r^,+ (()*T)[dx'/Xo] ^ /To(spytwt/t,To,-r(^))- Enlui appliquant 
MT^,, eomme spy/t^[//t^ 7 ’^^+(()*T) G Coh(lP',Tg,XQ), on obtient la fleehe 
sPYO^U't,T(^,+ {b*E)[dxi^/Xo] KT^,/y^(spyt^t/t,'rQ,+(T))- Comme 
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celle-ci est un isomorphisme en dehors de Tq, on eonelut avee [Ber96a, 

4.3.12], □ 

2. F-isocristaux surcoherents sur les schemas lisses 

2.1. Surcoherence dijferentielle des F-isocristaux surconvergents dans le 
cas d’une compactification lisse 

2,1,1 (Propriete Soient T un V-sehema formel lisse, T un diviseur 

dePet£ G Ondiraque £ verifie Py 'r si £ est 

sureoherent et si pour tout morphisme lisse a : Q ^ T, pour tout sous- 
sehema ferme Z C Q, en notant U := a~^{T), Dq; 7 MI^^(a!j,(£)) est 
D g ([/) Q -sureoherent. 

Remarques 2,1,2 (i) Avec les notations de 2.1.1, comme la 
surcoherence est locale en Q, la propriete Py^T locale en T, i.e., si 
{ya)a^A ^st un recouvrement ouvert de y, alors £ verifie Py^r si et seule- 
ment si £|y^ verifie Py^,TnPa pour tout a G A 

(ii) 11 n’est pas evident que la propriete Py^y se preserve par foncteur 
dual. 

(Hi) £ verifie Py^y si et seulement si £ est ‘I)lp{^T)iQ-surcoherent et si 
pour tout morphisme a : Q ^ 7 tel que U := a~^{T) soit un diviseur de 
Q, pour tous sous-schemas fermes Z, Z' C Q, Z'){a>p{S,)) est 

‘I)Q(^U)iQ-surcoh€rent. 

En effet, la condition est sujfisante. Prouvons qu ’elle est necessaire. Via 
un triangle de localisation, on pent supposer Z' = 0. De plus, a est le com¬ 
pose de son graphe (que I’on suppose ferme pour simplifier les notations) 
Q Q X y suivi de la projection canonique p : Q xy ^ y. Or, grace 
au theoreme de Kashiwara, au theoreme de dualite relative et a la commu¬ 
tation de la cohomologie locale a I’image directe, en posant T' = p~^(T), 
on a 

®Q,!7l^Z^^(o7’(£))^ '^Q,,u'^P}zyf'P'T{^)^ ly'lT'Q.,u'^r}zyT'P'T{^) 

^ Ayi'^Q,T'lT'+^r}zyT''Pf{^)^ 7r'®Q,r'l^iZ^7r'+7r'PT(S) 

^ 7T'®Q,r'I^iZ^Pr(£)- 

On conclut la remarque grace a la stabilite de la surcoherence par image 
inverse extraordinaire. 

Proposition 2,1,3 Soient f : y' ^ y un morphisme de V-schemas formels 
lisses, T un diviseur de P tel que T' := f~^(T) soit un diviseur de Q. Pour 
tous sous-schemas fermes Z[ et Z^ de P', pour tout £ G -C)^oh(®|p(^^)Q) 
verifiant Py^y, (^Z()/j,(£) satisfait Py / rp/. Si f est propre alors, 

pour tout A G (’^T')q) verifiant Py^y, fy^y{S,) satisfait Py^y. 
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Demonstration. La premiere assertion resulte de 2.1.2.(iii) et de la eom- 
mutation de 1’image inverse extraordinaire a la eohomologie loeale (voir 
[Car04e, 2.2.18.1]) et a la eomposition. Prouvons a present la deuxieme. 
Soient a : Q ^ IP un morphisme lisse et Z un sous-sehema ferme de 
Q. On note Q' := 7' Xy Q, a' : Q' —> 7' et /' : Q' —> Q les projee- 
tions, U := a-^{T), U’ := a'-^{T') et Z' := f-\Z). On obtient : 

graee a [Car03, 1.2.5] 

et [Car04e, 2.2.18, 3.1.8]. Par hypothese, est 

sureoherent. De meme que [Car, 1.1.15], on remarque que [Car04e, 3.1.9] 
est valable lorsque le morphisme /o se releve. II en derive la Dq(1^?7)q- 
sureoherenee de 

Theoreme 2.1.4 Soient 7 un V-schema formel separe et lisse, X un sous- 
schema ferme lisse de P etT un diviseur de P tel que Tx := T n X soit un 
diviseur de X. On note il (resp. Y) I’ouvert de 7 (resp. X) complementaire 
de T (resp. Tx). 

Pour tout isocristal E sur Y surconvergent le long de Tx, le 
module coherent a support dans X associe, spx^yT + (-®) ([Car04a, 1.5]), 
verifie Py^T- 

Demonstration. Notons £ := + Comme le theoreme est lo¬ 

cal en 7, on pent supposer P affine et irreductible. L’immersion fermee 
X P se releve en une immersion fermee de V-schemas formels lisses. 
Grace a 2.1.3, on se ramene done a trailer le cas oil X = P. On notera alors 
T pour Tx et 3£ pour 7. 

Tout d’abord, il est suffisant de prouver que pour tout sous-sehema 
ferme Z de X, MC^(£) est !D^(^T)Q-coherent (ce qui implique la sur- 

coherence de £) puis que est D|g('l'T)Q-sureoherent. En ef- 

fet, r image inverse extraordinaire d’un isocristal surconvergent est, a un 
decalage pres, un isocristal surconvergent. Etablissons done ces deux pro- 
prietes. 

Grace au theoreme de desingularisation de de Jong ([dJ96]), il existe 
un morphisme projectif, surjectif, generiquement fini et etale a : X' ^ X 
tel que X' soit irreductible et /c-lisse, et tel que a~^{Z) soit un diviseur 
a croisements normaux de X'. Comme a est projectif, il existe ([Ber02]) 
done un V-schema formel lisse 7’, une immersion fermee u' \ X' ^ 7', un 
morphisme propre et lisse f : 7' ^ X tels que f o u' = u o a. On notera 
T' = f-\T) et Y' := 

Par adjonction ([Car03, 1.2.6]), on a : /T+MC^,/j,(£) ^ £. En dual- 
isant celui-ci et en utilisant les theoremes de dualite relative et de bidualite 
([VirOO]), on obtient le suivant : £ ^ /T+By/ 7 ’/MC^,/j,Bx,T(£)■ 

Or, comme X' est irreductible et T' est un diviseur de P', X' n T' est 
alors un diviseur de X' ou est egal a X'. Puisque a est generiquement fini 
et etale, on ne pent avoir X' VxT' = X'. On en conclut que X'OT' est un di¬ 
viseur de X'. D’ou les isomorphismes : sp^^/^y/ j,, _^(a*{E)), 
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([Car04a]). Les morphismes d’adjonction induisent alors la suite de mor- 
phismes : £ ^ /T+Mr^,/y(£) ^ £. On verifie de maniere analogue a 
[Car04a], que ee morphisme eompose est un isomorphisme, i.e., que £ est 
un faeteur direet de /'r+Mr^,/j,(£). Par 2.1.3, on se ramene alors au eas 
oil Z est un diviseur a eroisements normaux de X. 

Graee aux suites speetrales de Mayer-Vietoris ([Car04e]), il nous reste 
a traiter le eas oil Z est un sous-sehema ferme integre et lisse de X. On 
a alors deux eas : soil Z C T, soil Z n T est un diviseur de Z. Le pre¬ 
mier eas donne les egalites ML^(£) = 0 et Ox,r]KiZ^(£) = 0. Traitons 
a present le seeond eas. Les deux proprietes a verifier etant loeales en X, 
il ne eoute rien de supposer que 1’immersion fermee Z ^ X se releve 
en une immersion fermee u : Z ^ X de V-sehemas formels lisses. L’i- 
somorphisme ML^(£)^u+tt'(£) et le fait que u'(£) soit, au deealage 
\dzix\ pres, un isoeristal sur Z \ T sureonvergent le long de Z n T nous 

permet de eonelure que RL^(£) est I)^(’^r)Q-eoherent. Enfin, eomme 

Dx,Tl^iZ^(£)^ u+Oz,TU'i^) etpuisque B 2 ,,TirH£) est, au deealage [dz/x] 
pres, un isoeristal sur Z \ T sureonvergent le long de Z n T, on eonelut que 
est I)^('l’r)Q-sureoherent. □ 

Proposition 2.1.5 Avec les notations de 2.1.4, pour tons isocristaux Ei et 
E 2 sur Y surconvergents le long de Tx, en notant sp^ = spjj^^y rp on 
dispose d’un isomorphisme canonique : 

IL j. 

sp+(E;i -^2)^sp+(E;i)(g)|5^^t^^^sp+(£;2)fe/p]- 

Demonstration. Supposons d’abord T affine. Il exisle alors un relevemenl 
u : X ^ X de X ^ P.En nofanl £1 := sp*(£^i) el £2 := sp,^(£^ 2 ), on ob- 
lienl sp+(£’i)^ur+(£i), sp+(L; 2 )^ rtr-r(£ 2 ) el sp+(L;i (g) £' 2 ) 
^ur+(£i Z>o^(^\Tx)q ^ 2 ), ces isomorphismes ne dependanl pas (modulo 
les isomorphismes induils par [BerOO, 2.1.5]) du relevemenl u ehoisi. 

Or, £ 2 ^ UpUT+{£ 2 ) el, de maniere analogue a [Car04e, 2.1.4], on dis¬ 
pose d’un isomorphisme eanonique 

I 1" + 

ut+(£i ®Ox(trx)Q «r(rrr-r(£2)))^«T+(£i)<8)o^(tr)Q^r-r(£2))[dx/p] 

qui ne depend pas du relevemenl u ehoisi. Il en derive I’isomorphisme de 
2.1.5. 

Lorsque 7 esl queleonque, via la eonslruelion preeedenle, on oblienl 
loealemenl en 7 des isomorphismes qui se reeollenl. □ 


2.2. Construction des F-isocristaux surcoherents 

Sauf menlion eonlraire, on gardera les nolalions suivanles : soienl IP un 
V-sehema formel separe el lisse, u : X ^ P une immersion fermee, T un 
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diviseur de P et il I’ouvert de T complementaire de T. Enfin, on suppose 
Y :=X\T lisse. 

Definition 2.2.1. On definit la categoric (F-)Isoc^^ (IP, T, X/K) de la maniere 
suivante : les objets sont les (F-)Dy(^T)Q-modules coherents £ a support 
dans X tels que 

1. £|ii G Isoc^(il, Y/K) (notations de 1.4.6), i.e., il existe un isocristal G 
convergent sur Y tel que £|it^ spy^y _,_(G); 

2. £ et Bj>_'r(£) sont D]p(1'T)Q-surcoherents. 

Enfin, les fleches sont les morphismes (F-)I)]p(tr)Q-lineaires. Eorsque le 
diviseur T est vide, on omettra de I’indiquer. 

Comme le foncteur spy^ 5 ^_,_ est pleinement fidele, I’isocristal G est 
defini a isomorphisme pres. Avec les notations de [Car], on a en fait 
IReco/o sp* o Coc(£ 111 ). De plus, lorsque £ G F-lsoc^\‘J’,T,X/K), 
on a automatiquement £|u G F-Isoc^(il, P/ii'). 

2.2.2. II decoule du theoreme 2.1.4 que I’egalite F-lsoc^{‘P,T, X/K) = 
F-lsoc^^{‘J’,T,X/K) est validee si X est lisse. Ee foncteur spy^yy.,. 
induit alors 1 ’equivalence de categoric : 

F-Isoc^ (y, X/K) ^ F-Isoc^ (T, T, X/K) = F-Isoc^ (fP, T, X/K). 

Via la proposition ci-apres, on se ramene par descente au cas oil X est 
lisse. 

Proposition 2.2.3 On suppose X irreductible etT^X. II existe alors un 
diagramme commutatif de la forme 


Y' -^ X' y 

'[b ja j/ 

y —^ X y, 

ou f est un morphisme propre et lisse de V-schemas formels lisses, le carre 
de gauche est cartesien, X' est lisse, u' est une immersion fermee, et a est 
un morphisme projectif, generiquement fini et etale, tel que a~^{T n X) 
soit un diviseur a croisement normaux de X'. 

Supposons choisi un tel diagramme. Soit £ G F,T, X / K). II 
existe un (unique a isomorphisme pres) F-isocristal E' sur Y' surconver- 
gent le long de a~^(Tr\X) tel que f)p{E)^ spx'^ 9 ' 
plus, lefaisceau £ est unfacteur direct de fT,+spx'^y'j-i (r)(-®0- 

Demonstration. Grace au theoreme de desingularisation de de Jong ([dJ96]), 
il existe un morphisme projectif, surjectif, generiquement fini ef efale a : 
X' ^ X fel que X' soif irreducfible ef /c-lisse, ef a“^(T n X) soif un di¬ 
viseur a croisemenfs normaux de X'. Comme a esf projectif, il exisle un 
V-schema formel lisse 7', une immersion fermee u' \ X' ^ 7', un mor¬ 
phisme propre el lisse f \ 7' ^ 7 lels que f o u' = m o a. En posanf 
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Y' := X' \ a~^{T n X), on obtient I’existence du diagramme de la propo¬ 
sition. 

On note il' I’ouvert de IP' eomplementaire de f~^{T) et 51 : il' ^ il 
le morphisme induit par /. Par adjonetion —> £. II en 

derive par dualite £ —> /r,+Dy, ,p(£). Comme le fone- 

teur sp'_)_ := spxi^yij-i(T)+ pleinement fidele, via la earaeterisation 
de son image essentielle, il existe de maniere unique des F-isoeristaux E[, 

E 2 sur Y' sureonvergents le long de a^{TnX) tels que KF^,/y(£)^ sp'_^(Fj) 
et By, sp'_)_(F 2 ). En notant E[, E 2 leur image 

par F-Isoc^(F', X'/F) —> F-Isoc(y',X'/ir), on obtient lesisomorphismes 
^+{E[)^Rr^Y'9 'et sp'+(F^)^B|^,R^[., 5 (•B|^(£|i^), oil sp'+ := 
spy'wil'+- 

Or, £|u^ spy^i(y(G), oil G est un F-isoeristal eonvergent sur Y. 
D’ou ]Rrl., 5 '(£|it)^sp'+ 6 *(G) et 

Puisque b*{G)^b*{G'^)^ et eomme est pleinement fidele, E[^ E 2 . 

Par pleine fidelite de F-Isoc^ {Y', X'/K) F-Isoc(y', X'/K) ([Ked04]), 

on en tire E[^ E 2 . D’oil : £ —> / 7 ’^+MF^,/y(£) ^ £. Or, ee morphisme 
eompose est un isomorphisme puisqu’il Pest en dehors de T. Ainsi, £ est 
un faeteur direet de /'r,+MF^,/y(£). □ 

On remarque que la proposition 2.2.3, tres utile par la suite, neeessite 
une strueture de Frobenius (en effet, on a utilise le theoreme de pleine fidel¬ 
ite de Kedlaya [Ked04] dont la generalisation sans strueture de Frobenius 
est a I’heure aetuelle une eonjeeture). Interessons-nous maintenant a la sta- 
bilite de F-Isoc^t ((P, T, X/K). 

Proposition 2.2.4 La categorie F -Isoc'*^'!’ (IP, T, X/AT) est stable par By^y. 

Soit T' D T un deuxieme diviseur de P. Le foncteur localisation {}T') 
induit i^r) : F-lsoc^^y,T,X/K) ^ F-lsoc^^{‘P,r,X/K). 

Demonstration. Fa premiere assertion deeoule de I’isomorphisme eanon- 
ique By(£| 5 x)^ spy^j^_,_(G^) ([Car]). Fa deuxieme resulte de la commii- 
tation du foneteur dual a I’extension des sealaires (^T') et de la stabilite de 
la sureoherenee par (^T'). □ 

2.2.5. Comme Y est lisse, Y est la somme direete de ses eomposantes 
eonnexes Y^, pour r = 1,..., A^. Comme, pour tout r, les immersions 
Yr ^ Y et Y ^ P \ T sont fermees, onay\r = Y et Yr \T = 

Yr, oil Y (resp. Yr) est I’adherenee sehematique de Y (resp. Yr) dans 
P. Pour tout objet £ de F-Isoc^^((P,T,y/iP), le morphisme eanonique 
0 ^RF|_ £ —> £ est alors un isomorphisme en dehors de T. Par [Ber96a, 
4.3.12], ee dernier est un isomorphisme. Ainsi, on obtient des foneteurs 
RPY : F-lsoc^\y,T,Y/K) F-lsoc'^\T,T,Yr/ K). De plus, il en 

Y r 
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dmve une equivalence de categoric : F-\soc^\7,T,Y/K) = 

®rF-lsoc^\y,T,Yr/K). 

Proposition 2.2.6 Soient 7 un V-schema formel separe et lisse, X, X' 
deux sous-schemas fermes de P, T et T' deux diviseurs de P tels que 
Y := X \ T soit lisse et X \ T = X' \T'. On a alors les egalites 
F-ls(x^^7,T,X/K) = F-lsoc^\7,T',X'/K). En particulier, en no- 
tant Y I’adherence schematique de Y dans P, F-lsoc^\7,T,X/K) = 
F-lsoc^^ {7,T,Y/K). 

En outre, pour tout £ G F-\soc^\7,T,X/K), £ verifie Pyx (voir 

2.L1). 

Demonstration. Le cas oil X \ T est vide implique, en notant 0 le faisceau 
nul, F-Isoctt(©,r,X/X) = F-Isoctt(y,r',X7ii:) = {O}. Lecas on 
T' = T se trade de maniere analogue a 1.4.12. 

Comme X \ T = Y \ T et X' \ T' = Y \ T', on se ramene ainsi au cas 
oil X = X' = y et X\T est non vide. Par 2.2.5, on pent en outre supposer 
X irreductible. 

Soit £ un objet de F-Isoc^7^) ^1^)- symetrie, pour terminer la 
preuve, il suffit de prouver que £ verifie Py^x' ■ 

Mais, comme X \ T = X \ T', i\ decoule de 1.4.12 et 2.2.3 (et avec 
ses notations) que est associe via a un F- 

isocristal sur X' \ a~^{T' n X) surconvergent le long de a~^{T' n X). 
Grace a 2.1.4, Mr^,4(£) verifie Pyfj-ix'- Par 2.1.3, /r,+Mr^,4(£) 

verifie Py^x'- Comme £ esf un facfeur direcf de /r^+My^,/^(£), il en esf 
de meme de £. 

□ 

Grace a 2.2.6, la cafegorie F-Isoc^7^) '^i ^1^) sfable par images 
inverses exfraordinaires : 

Proposition 2.2.7 Soient f : 7' ^ 7 un morphisme de V-schemas formels 
separes et lisses, X et X' deux sous-schemas fermes respectifs de P et P', 
T un diviseur de P tel que T' := f~^(T) soit un diviseur. On suppose les 
k-schemas Y := X \ T et Y' := X' \ T' lisses et fiY') C Y. 

On dispose de la factorisation 

^Lx'fTi-dy'/Y] ■ F-lsoc^\7,T,X/K) ^ F-lsoc'^\7',T',X'/K). 

Demonstration. Soient £ G F-Isoc^^^) IP \ T, if' := 

IP' \ r', : if' ^ if et 6 : y' ^ y les morphismes induits par /. Par 2.2.6 

et 2.1.3, IRy^//y(£)[—dy'/y] verifie la propriete Py/^x' et done 2.2.1.2. 
De plus, <^y'/y](£|it)- D’apres [Car, 

2.2.27], on obtient, Kyy, 5 ('[—(iy//y](£7)^spy/^y/(6*(G)), oil G est le 
F-isocristal convergent sur Y tel que £|n©-spy^j^(G). D’oil le resultat. 
□ 
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Proposition 2.2.8 Soient £i et £2 G F,T, X / K). 

On a G F-lsoc^^{7,T, X/K). 

Demonstrc^ion. Supposons X = y.^Avec les notations de 2.2.5, comme 

(£ 2 ), on se ramene an 
JL x 

cas oil X est irreductible. Ildecoule de 2.1.5 que £i( 8 )g^j..|.^^^£ 2 [iix/p] lit = 
£i|n®Oj^ ^£ 21111 ^^/^] G F-Isoc^(it, y/itT). De plus, graee a 2.2.3 et avee 
ses notations, £1 est un faeteur direet de /r+My^,/j,(£i). 11 en resulte 
que £i( 8 )|^^^^.^^^£ 2 est un faeteur direet de /r+(Mr^,/j.(£i))( 8 )|^^^^^^^£ 2 . 
D’apres [Car04e, 2.1.4] (toujours valable en rajoutant des diviseurs), on 
dispose de I’isomorphisme : 

/T+(Mr^,/T(£i)®o^/L£2))-/T+(Mr^,/T(£i))®o^£2[Lvp]> 

oil 0' := Oy/(tT')Q. Or, il existe des F-isoeristaux E[ et E 2 sur Y' sur- 
eonvergents le long de a~^{T n X) tels que, MF^,/y(£r)^ sp'_^(F'), oil 
r = 1, 2 et sp'_)_ := Avee 2.1.5, on obtient : 

-Mr^,/|(£i)®;^^(,^,)^/|(£2)[dx7P']- 


Les propositions 2.2.6 et 2.1.3 nous permettent de eonelure. □ 

Proposition 2.2.9 On reprend la construction et les notations de 2.2.3. Le 
foncteur 


(KF^./Lu) : FWt(y,r,x/F) 

^ F-Isoctt(y',r',X7i7) F-Isoct(it,y/i6) 

est pleinement fidele. 

Demonstration. Par 2.2.7 et 2.2.1, RF^,/' • F-Isoc^7^) L ^ 

F-Isoctt(F', r, X'/K) et |n: F-Isoctt(F, F, X/K) F-Isoc^il, Y/K) 

sont bien definis. De plus, la fidelite de (RF^z/S In) resulte de eelle de In- 
11 reste a prouver que eette fidelite est pleine. 

Soient £ 1 , £2 G F-Isoctt(T, T, X/i7), c).: RF^,/•(£!) ^ RF^,/'(£ 2 ) 
et 7 • £i|it £2 In induisant le meme morphisme RFy/5''(£i|n) ^ 
I^iZy/ 5 'H£ 2 |n)- II existe un et un seul morphisme 6 rendant eommutatif 



46 


D. Caro 


le diagramme de gauche ci-dessous 


8 i^/r,+Mr5,,4 (£i)^8 i 

\e \fT,+4> 

£ 2 ^/r,+Mr^, 4 (£ 2 )^£ 2 , 


£2 111 ^ g + Rr ^ Y ' 9 ' (S2 In) 



£i|u 


,,■0 


£2 111) 


(2.2.9.1) 

oil, adj est le morphisme induit par adjonction, pi et p 2 designent une sec¬ 
tion de adj. Le diagramme de gauche de 2.2.9.1 s’en deduit par restriction. 
Comme = 4>\u> le diagramme de droite de 2.2.9.1 est commu- 

tatif. D’ou 0\ii = Tp. 

De plus, en composant les diagrammes commutatifs suivants 


/t' 


adj 


adj 


^rPx'fT - ^^L'x'fTfT+fT- 


■fTh+fr 
■^L^X'fTfT+^Lx'fT^ 


adj 


^ d- 

K£t,,4/r+M£5,,4 RL^x'^r^x'fr ' 


—/t 

•Ki:5,,4, 


on verifie que le morphisme compose du haut est I’identite. II en est done de 
meme de celui du has. II en resulte, en notant / pour /t, que les composes 
horizontaux de 


RL)f,/7+'i>j RL),,/7+RL),,/'0i 

Mr^,/!/+Mr^,/!(£2) — Mr^,/!£2 — ]Rr^,/!/+Mr^,/’(£2). 

(2.2.9.2) 

sont I’identite. Or, le carre de droite de 2.2.9.2 est commutatif par foncto- 
rialite, tandis que celle du carre de gauche se verifie en remarquant qu’il 
correspond a I’image par du carre de droite du diagramme de 

gauche de 2.2.9.1. Ainsi, 2.2.9.2 est commutatif. D’ou : IR£^//'h/r-i-</> = 
K£t,,/|/T+Mr^, 40 . 

Or, /t+ : F-Isocll(lP',r',A:7A:) ^ F-Isocll(y, T, AT/AT) est fidele. 
En effet, soit a : ^ £'2 tel que fT+{a) = 0. D’apres [Tsu02, 4.1.2] 

et [Ked04], a = 0 si et seulement si sa restriction est nulle sur un ou- 
vert de IP' tel que P[ n Y' soit dense dans YP On se ramene ainsi 
a prouver que lorsque b est fini et etale et it est affine, le foncfeur < 7 + : 
F-Isocll(il', y'/AT) ^ A-Isocll(il, y/A') esf fidele. Cela se voif via I’iso- 
morphisme canonique spy^ 5 ^_i_( 6 *(A^'))^ (/+spy^ 5 ^_!_(£) valable pour 
E' G A-Isoc(y'/A'). 
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De plus, via un diagramme de la forme de eelui de gauehe de 2.2.9.1, on 
verifie que Rr^x'fr ■ F-lsoc^\‘J’,T,X/K) F-lsoc^\r,T',X'/K) 
est fidMe. II en deeoule (j) = 

On a ainsi prouve que le foneteur de 2.2.9 est pleinement fidele. □ 
Proposition 2.2,10 Le foneteur restriction 

lii.' F-lsoc^^ {‘P,T, X/K) F-Isoc^^(il, y/K) est pleinement fidele. 

Demonstration. Avee I’aide de 2.2.5, on pent supposer que X est irre- 
duetible. Soient £i et £2 deux objets de F-Isoc^^(lP, T, XjK') et V': £i|ii —> 
£ 2 |u un morphisme de F-lsoc^^{H,Y/K). Avee les notations de 2.2.3 et 
1.4.6, il deeoule de 2.1.4 I’egalite suivante F-lsoc^^ {T',T', X'/K) = 
F-lsoc^C?',T', X'/K). Graee au theoreme de pleine fidelite de Kedlaya 
(voir 1.4.6), il existe un morphisme f ^ tel 

que eonelut graee a 2.2.9. □ 

Interessons-nous maintenant a I’independanee en IP et T de la eategorie 
F-lsoc^^T,T,X/K). 

Lemme 2.2,11 Soient f : T' ^ T un morphisme de V-schemas formels 
lisses, X un k-schema lisse, u : X ^ T et u' : X ^ IP' des immersions 
fermees telles que f ou' = u,T un diviseur de P tel que f~^{T) et Tx '.= 
T X soient respectivement des diviseurs de P' et X. Pour tout isocristal 
sur X \ Tx surconvergent le long de Tx, on dispose d’un isomorphisme 
canonique : /T,+spx-^y',/-i(T),+ (-®)^ spxwy,r,+(-®)- 

Demonstration. Si IP est affine, il existe des relevements u \ X ^ T &tu' \ 
X ^ V. On a alors, en notant sp : Xk ^ X le morphisme de speeialisation 
de X, spx^y,T,+(^)^ WT+sp*(£^) et spx^v, t',+ {F)^ u'f-i(T)+sp>AF), 
eeux-ei ne dependant pas, a isomorphisme eanonique pres, du ehoix de u et 
u'. Il en resulte /'r^+spjf^y/ j,, _^_{E)X spx^ 9 T + iF), par eomposition 
des images direetes. 

Comme les isomorphismes de la forme fT,+ o ut,+ sont 

eompatibles aux isomorphismes de reeollement (induits par [BerOO, 2.1.5]), 
on eonelut la preuve par reeollement. 

□ 

Theoreme 2.2.12 Soient f : 7' ^ T un morphisme propre et lisse de V- 
schemas formels separes et lisses et, T (resp. T') un diviseur et X (resp. 
X') un sous-schema ferme de P (resp. P'). On suppose de plus X \ T 
lisse et f induisant I’isomorphisme X \ T^ X' \ T'. On se donne £ G 
F-Isoctt(fP, T, X/K) et £' G F-Isoc^^(y', T', X'/K). Alors, 

1. Pour tout 0, 56*^ (/+)(£') = 0 et 56*^(Mr^, o/'(£)) = 0; 

2. Les morphismes canoniques /+ o o /'(£) ^ L et L' ^ ° 

/■ o /+(£') sont des isomorphismes. 
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Les foncteurs /+ et o /' induisent des equivalences quasi-inverses 

entre les categories F-Isoc^^(J’', T', X' fK) et F-Isoc^^(y, T, XfK). 

Demonstration. Notons ii = T\T, ii' = '?' \ T', g : ii' ^ iile morphisme 
induit par f etY = X \ T. Grace a 2.2.6, on pent supposer X (resp. X') 
egal a 1’adherence schematique de Y dans P (resp. P'). 

II resulte de [Ber96a, 4.3.12] et de [Car04c, 3.2.3] les egalites de 1). 

Etablissons maintenant que I’equivalence de categoric mentionnee dans 
I’enonce a un sens. 

Comme / est propre, I’inimersion Y P'\f~^{T) est fermee. Comme 
X' est I’adherence de Y dans P\ il en derive que Y = X'\f~^(T). Grace a 
2.2.6, on obtientF-Isoctt(r,r',X7it:) = F-Isoc^t(T',/-^T), X'/itT). 

II decoule alors de 2.2.7 que o /'(£) G F-Isoc ^^(?', T', X'/K). 
De plus, par 2.1.3, /+(£') verifie Pj>^t- Comme il existe un isocristal con¬ 
vergent E' sur Y tel que £'7/^ _,_(F'), il resulte de 2.2.11 I’i- 

somorphisme, g'+spy^j^/_i_(F')^ spyo^ 5 ^_i_(F'). On a done prouve que 
/+(£') appartient a F-Isoc^7^) ^/^)- 

Prouvons a present 2). Par adjonction, on a £'4^RF^, £' ^ RF^/ o /' o 
/+(£'). Comme ce compose est un isomorphisme au dessus de it' ([Car04c, 
3.2.3]), celui-ci est un isomorphisme ([Ber96a, 4.3.12]). Avec les memes 
arguments, si £ est un objet de F-Isoc^7^) etablit que le 

morphisme canonique : /+ o RF^, o /•£ ^ £ est un isomorphisme. □ 

2.2,13. Soit b : Y' ^ Y un morphisme de fc-schemas lisses. On suppose 
qu’il existe tP, T' deux V-schemas formels propres et lisses, T (resp. T') un 
diviseur de P (resp. F'), it := tP \ T et it' := tP' \ T' et des immersions 
fermees Y it et F' ^ it'. 

On note X (resp. X') 1’adherence schematique de Y (resp. Y') dans P 
(resp. F'), tP" := tP' X tP, it" := it' X it, X" 1’adherence schematique de Y 
(immerge via le graphe de b) dans X' x X, fi : tP" ^ tP' et /2 : tP" ^ tP les 
projections, et T" ;= U /^^(T). Grace a 2.2.12, les foncteurs /i+ 

et RF^„/| induisent des equivalences quasi-inverses entre les categories 
F-Isoc^^^", T", X"/K) et F-Isoc'ft(y', T', X' jK). 

Lorsque b = id, RF ^///2 et / 2 + induisent des equivalences quasi¬ 
inverses entre F-Isoc^7^) F-Isoc^7^^^ 

tient r equivalence canonique de categoric 

/i+ o RF ^„/2 : F-Isoc^^ (tP, T, X/K) ^ F-Isoc^'f (T', T', X'/K) 

dont / 2 + oRF^„/{ est un foncteur quasi-inverse. On remarque que lorsque 
b se releve en un morphisme / : tP' —> tP, le foncteur /i+ o RF^„ (resp. 

/ 2 + oRF^„/i) est canoniquement isomorphisme a RF^,/' (resp. /+). De 
plus, ces isomorphismes sont transitifs en les choix tP, T et F it. On 
ecrira ainsi F-Isoc 1^7^/-^) a la place de F-Isoc^7^) De plus. 
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en notant py : ^ 8 le morphisme structural, on verifie que pj>^[—dY] ■ 

F-lsoc^^X/K) D^{K) est independant du choix de (IP, T, X). 
II sera alors note 


Retournons au cas oil b n’est plus forcement I’identite. Modulo I’equiv- 
alence de categories precedente, on pent toujours supposer que b se pro- 
longe en un morphisme / : IP' —> IP propre et lisse tel que T' D /-i(T). 
Un tel prolongement sera appele bon prolongement. On dispose du fonc- 
teur : F{Y/K) F-Isoc^^(y'/ii'). Celui-ci ne 

depend pas du choix du prolongement / de b. En effet, si /i : 7’^ Ti 
et /2 : IP 2 ^ 1*2 sont deux bons prolongements de b, en notant /a = 
fi X f 2 ■ ‘y'l X V '2 ^ Vi 'X ^ 2 , X[, X 2 et X 3 les adherences sche- 
matiques respectives de Y' dans P 2 et P[ x P 2 , on verifie que les 

foncteurs /j[—dy//y] et /^[—dy//y] se correspondent mod¬ 

ulo I’equivalence canonique de categorie entre F-lsoc^\‘S’'-^,T[, X[/K) et 
F-isoctt(y; X iP',r',xyi^), oil T 3 est le diviseur reduit dont le support 
est le complementaire de it'^ x il^ dans 7'i x IP' 2 . Et de meme en remplafant, 
"1" par "2". Ee foncteur dy//y] sera done simplement note de la 

fafon suivante 


b* : F-lsoc^^Y/K) F-lsoc^^Y'/K). 


L 

Enfin, les bifoncteurs de la forme — 0 


t 


[dx/p] 


F-Isoc^t (?, T, X/K) X F-Isoc^'f (O’, T, X/K) F-Isoc'^^ (?, T, X/K) 


commutent aux isomorphismes canoniques F-lsoc^^{‘J’,T,X/K) = 

F-lsoc^^{y,T',X’/K). En effet, on pent toujours supposer qu’il existe 
un bon prolongement f : T' —> IP de I’identite de Y. E’isomorphisme 
canonique F-1soc^\T,T,X/K) = F-1soc^\T',T',X' /K) est fourni par 
Pour tous 61,62 G F-lsoc^^{‘J’,T,X/K), on a alors 

le dernier isomorphisme resultant de [Car04c, 2.1.8]. 

On obtient ainsi le foncteur note 

: F-1soc^\Y/K) X F-Isoc^t (y/F) ^ F-Isoc^^(F/F). 
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2.2.14. Soient Y un fc-schema lisse, il un V-schema formel lisse etY ^ ii 
une immersion fermee. 

On dispose de I’equivalenee de eategorie spy^ 5 ^ _i_: F -Isoc^ {Y,Y/K) = 
F-lsoc^\il,Y/K). On en deduit que la eategorie F-lsoc^\il,Y/K) est 
independante de il a isomorphisme canonique pres. En effet, si y il' 
est un seeond ehoix, en notant : il x il' ^ il et P 2 : H X il' ^ il', 
il decoule du lemme 2.2.11 et de [Car, 2.2.27] que les foneteurs 
et gi+ (resp. et §2+) sont des equivalences quasi-inverses entre 

F-Isoctt(il, y/iC) (resp. F-lsoc^\ii\Y/K)) et F-lsoc^\ii x ii',YjK). 

Le foncteur g 2 +Rri.g[ : F-Isoc^\Y,Y/K) F-lsoc^\ii',Y/K) four- 
nit une equivalence de categoric canonique. On ecrira done sans ambiguite 
F-Isoc^^(y, YfK) a la place de F-Isoc^^(il, y/ii'). 

De plus, le foncteur spy^j^ y : F-lsoc^Y,Y/K) = F-lsoc^^ {il,Y/K), 
grace a 2.2.11 et a [Car, 2.2.27], commute a ces isomorphismes. On ecrira 
alors spyy_,_ : F-1soc\Y,Y/K) = F-1soc^\Y,Y/K) ce foncteur. 

Soit 6 : y' ^ y un morphisme de /c-schemas lisses tel qu’il existe 
il et il' des V-schemas formels lisses et des immersions fermees y il 
et y' il'. On dispose d’un foncteur canonique b* : F-lsoc^^ {Y,Y/K) 
F-Isoc^^(y', y'/7f) bien defini. En effet, pour tout £ G F-Isoc^^(il, y/7f), 
on pose 6 * (£) := g2+^T^Y,g[ (£), oil 51 : il x il' ^ il et 5^2 : it x £ 1 ^ ^ 
Ceux-ci sont independants des ehoix de il et de il'. De plus, on dispose d’un 
isomorphisme canonique b* o spy y_,_^ spy/ y, ^ °b*. 

En reprenant les notations de la section 2.2.13, on remarque que le 
foncteur : F-Isoc^\T,T, X/K) —> F-Isoctt(il, y/iC) est indepen¬ 
dant des ehoix faits a isomorphisme canonique pres. On le notera cv^ : 
F-1soc^\Y/K) ^ F-Isoctt(y, y/Tf). Pour tout £ G F-Isoctt(y/iC), on 
a I’isomorphisme canonique cv^, o 6 *(£)^ b* o cv^ (£) fonctoriel en £. 

2.2.15, Soient X un /c-schema lisse, T un V-schema formel propre et lisse, 
u : X ^ y une immersion fermee et un diviseur T de P tel que TCiX soit 
un diviseur de X. 

Ee foncteur spjjj^^y y y : F-lsoc^ {Y/K) —> F-lsoc^^{7, T,X/K), qui 
est une equivalence de categoric d’apres 2.2.2, est independant des ehoix 
de X > IP et de T verifiant les conditions ci-dessus. En effet, si X' IP' 
et T' sont un second ehoix, on note il := IP \ T, il' := IP' \ T', /i : 
y X y' ^ /2 : y X ^ IP', 51 : il X il' ^ il, 52 : H X il' ^ il' et X" 

radherence schematique de Y dans IP x IP'. Il s’agit de verifier 1’isomor¬ 
phisme : f'^s-py'^v,T 'pour tout 

E G P-Isoc^(y/X). D’apres 2.2.10 et 2.2.12, comme ceux-ci sont dans 
P-Isoc^ (IP X y, /f^(T) U / 2 “^(r'), X"/X) il s’agit de le voir au dessus 
de il X il', ce qui resulte, en notant E I’isocristal convergent sur Y as- 
socie a E, des isomorphismes KPy5ispy^ny(£')^spy^Uxit' +{^) of 
I^£!y52sPywU',+ (-E^)^ spy^51xU',+ (-^)- 
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On le notera alors spy^ : F-Isoc^(y/-fC) = F-Isoc^^(y/K). Onbene- 
ficie de I’isomorphisme cv^ o spyy^spyyy o cvy, on cv^ est le fone- 
teur eanonique F-\soc^{Y/K) F-Isoc^(F, YjK) (et de meme en rem- 
plafant « ^ » par «»). 

Theoreme 2.2.16 On suppose 7 propre. II existe unfoncteur (non canon- 
ique) pleinement fidele 

PY : F-1soc^\Y/K) ^ F-Isoc\Y/K). 

Les objets de F-lsoc^^Y/K) serons alors appeles « F-isocristaux sur- 
coherents sur Y ». 

Demonstration. Par 2.2.5 et avee ses notations, eomme F-Isoc^(y/K) = 
©^F-isoct(y^/it:), on se ramene an eas on Y est irreduetible. D’apres 
2.2.9 et avee ses notations, le foneteur (6*, cvy) : 

F-isoctt(y/K) ^ F-isoctt(y7i^)x^.i,„^tt(y,,yvK)^-isoc^^(y,y/i^) 

est alors pleinement fidele. Or, il resulte de [Ete02, Theoreme 3] et de 
[Ked04], que le foneteur eanonique 

F-Isoc^y/iT) ^ F-lsoc^{Y'/K) x p-isoFiV ,Y'/K) F-lsoe\Y,Y/K) 
est une equivalenee de eategorie. 

Comme X' est lisse, spy/_,_ : F-Isoc^yV-^) — y-Iso77^V-^)- De 
plus, spyyy : F-1soc\Y,Y/K) = F-lsoc^'^{Y,Y/K), et de meme en 
remplafant Y par Y'. 

□ 

Remarques 2.2.17 Soit b : Y' ^ Y un morphisme de k-schemas lisses. 
On suppose qu ’il existe T, IP' deux V-schemas formels propres et lisses, T 
(resp. T’) un diviseur de P (resp. P'), Y ^ il et Y' ^ il' des immersions 
fermees, avee il := T \T et il' \T'. 

Pour tout £ G y-Isoc^7^/-^)> Py{F) est runique (a isomorphisme 
pres) F-isocristal E surconvergent sur Y tel que cvy (£)^ spy y_,_(i?), 

ou E est le E-isocristal convergent sur Y associe a E. Il en resulte un 
isomorphisme pY' o &*(£)©• h* o py{F). De meme, on obtient, pour tous 

£i, £2 G E-Isoc^\Y/K), /9y(£i(8)^^£2)^py(£i) © Py{^2)- 


2.3. Surcoherence generique des F-isocristaux surconvergents 

Definition 2.3.1. Soient Yq un /c-sehema affine ef lisse, Yq Xq une im¬ 
mersion ouverfe ef Y^ un V-sehema formel faible affine ef lisse relevanf Yq. 
L’immersion ouverfe Yq ^ Xq « se desingularise idealemenf » s’il exisfe 
un morphisme surjeefif oq : Xq Xq, qui se deeompose en une immer¬ 
sion fermee Xq suivie de la projeefion eanonique P^^ ^ Xq, fel 

que 
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1. Xq est lisse ; 

2. Le morphisme Yq := Og ^(Yq) ^ induit par qq est fini et etale ; 

3. Le morphisme Vq ^ Py^ induit par Xq P^^-^ se releve en un mor¬ 
phisme de V-sehemas formels faibles lisses de la forme Y''^ —> P^y 

L’immersion ouverte Yq > X^ se desingularise localement idealement 
s’il existe un reeouvrement ouvert de Xq tel que YoCiXo^i ^ Xq^i 

se desingularise idealement. 

Remarques 2.3.2 Par exemple et avec les notations de 2.3.1, lorsque Xq 
est lisse, Yq ^ Xq se desingularise idealement. De plus, la condition 3 
est independante du choix du relevement Y^ car ceux-ci sont isomorphes. 
Enfin, si Yq ^ Xq se desingularise idealement alors il en est de mime, 
pour tout ouvert affine Yq de Yq, de Vimmersion ouverte induite Yq ^ Xq. 
En effet, le morphisme Yq := Og ^( 1 ^ 0 ) ^ ^0 induit par oq est fini et etale. 
De plus, en notant Y^ Vouvert de Y^ d’espace sous-jacent Yq, la projection 
Y'^ x„rt P~t ^ P~t est un relevement deY'n^ P~ . 

Lemme 2.3.3 Soit le diagramme de V-schemas formels faibles lisses 




-p't 

(2.3.3.1) 



\f 


yt 





oil f est propre, j est une immersion ouverte, le carre de droite est cartesien, 
V et v' sont des immersions fermees, b est fini et etale et Y^^ est affine. On 
suppose de plus que Tq := Pq\Uq et Tq := Pg \ Uq sont les supports 
de diviseurs. On designe par 6* lefoncteur canonique de la categorie des 
isocristaux surconvergents sur Yq dans celle des isocristaux surconvergents 
sur Yq (cela a un sens car b est fini, etale). 

Pour tout isocristal surconvergent E' sur Yq, on dispose alors d’un iso- 
morphisme canonique 

/To,+t(spy/twt/'t,T^,+ (pO)- (2.3.3.2) 

En outre, ceux-ci sont compatibles aux compositions de diagrammes de la 
forme 2.3.3.1. 

Demonstration. On note £' le Dy/t Q-module assoeie a E', un DyY 

module globalement de presentation finie et Oy/f-eoherent tel que £' 

et on pose := n()_(£'^°^). Un modele D®-globalement de presentation 
finie et Oyt-eoherent de b^{E') est donne par 
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Comme g-y. ) v-yb-y{8,'^^^), il decoule de 1.2.13 

que (resp. est localement en (resp. P^) de presentation 

finie. D’apres 1.2.22, on dispose alors du morphisme 

2)]p(UTo)® ^(0) j*5+(9''®) 

c/t 

En lui appliquant Q (g)^ —, on obtient le morphisme 2.3.3.2. La eoherenee 
differentielle etant preservee par image direete par un morphisme propre, 
2.3.3.2 est un morphisme de 2)y(tTo)-modules eoherents. Comme 2.3.3.2 
est un isomorphisme au dessus de il, par [Ber96a, 4.3.12], eelui-ei est bien 
un isomorphisme. □ 

Lemme 2.3.4 Soient b : ^ y un morphisme fini et etale de V-schemas 

formels lisses, E un isocristal convergent sur Yq et £ := sp.^(P). On dis¬ 
pose du diagramme commutatif suivant 

6+t6'^£- - --£ (2.3.4.1) 

^ II 

sp*(6*6*P) —^sp*(P), 

oil le morphisme du haut est le morphisme d’adjonction, celui du has re- 
sulte du morphisme trace b^,b*{E) —> E et celui de gauche decoule de 1.2.7 
et 2.3.3.2. 

Demonstration. Par eonstruetion du morphisme Traee de Virrion ([Vir04]), 

Trt, 

le diagramme 6*(u;y/^Q) —o) 7 ?—^ est commutatif. On 

termine la preuve par construction des morphismes d’adjonction et trace 
respectifs. 

2.3.5. Soient P^ un V-schema formel faible lisse et separe, Tq un diviseur 
de Pq, I’ouvert de P^ complementaire de Tq, j : ^ P^ I’immer- 

sion ouverte etv '.Y^^ ^ une immersion fermee de V-schemas formels 
faibles. On suppose en outre affine et lisse et on designe par 1’ad¬ 
herence schematique de Yq dans Pq. 

On remarque que lorsque Xq est lisse, alors Tq fl Xq est un diviseur 
de Xq. En effet, comme Xq est la somme direete de ses composantes ir- 
reductibles, on se ramene a traiter le cas oil Xq est irreductible. Celui-ci 
resulte du fait que Ton peut avoir Tq D Xq. 

Theoreme 2.3.6 Avec les notations 2.3.5, on suppose que Yq ^ Xq se 
desingularise localement idealement. 

Alors, pour tout isocristal E sur Yq surconvergent, le TQ)(Q-coherent 
spYt^ut,To,+ i^) verifie Py,To (voir 2.1.1). 
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D’autre part, Visomorphisme canonique de commutation a Frobenius 
4>: ,To, j^{E) existe (voir 1.4.9), i.e., le 

diagramme ci-dessous 

spyt^f/t ,To,+ {F*E) In F* (spyt^t/t ,To,+ i^) 111) (2.3.6.1) 

^ F*Vy\l, 

ou les isomorphismes verticaux sont 1.4.4 et celui du has est Visomor- 
phisme de commutation a Frobenius de I’image directe, est commutatif. 
Ainsi, on dispose d’unfoncteur 

spyt^c/t,To,+ F-Isoct(yo/K) ^ F-Isoctt(y,ro,Xo/i6). 

Demonstration. Comme la propriete Py^To locale en IP (voir 2.1.2) ainsi 
que I’existence de I’isomorphisme canonique de commutation a Frobenius, 
on pent supposer que Yq ^ Xq se desingularise idealement. Par hypothese, 
il existe alors un morphisme surjectif oq : Xq ^ Xq, qui se decompose 
en une immersion fermee Xq suivie de la projection canonique 

^ Xq, tel que Xg soil lisse, le morphisme Yq = Og ^(Xq) ^ soil 
fini et etale et tel qu’il existe un relevement Y"^ Py^.|. de Xg' Py^. En 

composant ce relevement avec la projection canonique Py^ ^ X'^ (resp. 
avec I’immersion fermee Py^ obtient un morphisme fini, etale 

et surjectif b : X ^ ^ Y'^ (resp. une immersion fermee v' : X 
En notant := P^^y P'^ := Ppy j' : U'^ ^ P'^ I’immersion ouverte, 

/ : P'^ ^ et p : U'^ les projections, on obtient un diagramme 

commutatif de la forme 2.3.3.1, avec en plus b surjectif. 

Soit E un isocristal surconvergent sur Xq. On note £ le Dyt Q-module 

associe a E et £(°\ un D®-module globalement de presentation finie 
et Oyt-coherent tel que £®^£. On pose := := 

^*(g(o)) gj- j-/(o) ._ Onremarque que £'(°) est un modele 25y,y 

globalement de presentation finie ef Oy^t-coherenf de b*{E) ef 6+(£'*^°^) 
esf un modele D^-globalemenf de presenfafion finie ef Oyt-coherenf de 
6*6*(P). 

D’apres 2.3.3, on dispose de I’isomorphisme canonique 

sp+(6*6*P)^/y„,+t(sp'+(6*P)), (2.3.6.2) 

oil spy = spyt^[/t,rQ,+ ef spy = spy/t^jj/t 

Comme Xg esf lisse, avec la remarque de 2.3.5 el via la description de 
I’image essenfielle de spy := spy/^y/y, il exisle un isocrislal E' 
sur Xg' surconvergenl le long de /“^Tq ef verifianl ^'y (P')^ sp'y (6*P). 
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Or, d’apres 2.1.4, verifie Avec 2.1.3 et 2.3.6.2, il en 

derive que sp_^_{b^:b*E) verifie Pv^Tq- 

Or, puisque b est fini, etale et surjeetif, E est un faeteur direet de b^b*E. 
Le module sp_^_{E) est done faeteur direet de sp_^_{b^b*E). D’ou le premier 
resultat. 

Prouvons a present I’isomorphisme de eommutation a Frobenius. Dans 
la suite de la preuve, nous ne eonsiderons plus d’operations eohomologiques 
definies sur les sehemas formels faibles et nous ne noterons plus le symbole 
«^ » pour designer les operations eohomologiques (pour les -eomplexes) 
ear aueune eonfusion ne sera a eraindre. 

Notons 0 le morphisme defini par le diagramme eommutatif ei-dessous 

sp^b,b*{F*E) fT,+{sp'^ib*F*E)) (2.3.6.3) 

fTo+{sp'+{F*b*E)) 

fTo+F^{sp'+{b^E)) 

F*sp+b.b*{E) F*fTo+{sp'4b*E)), 

oil I’isomorphisme a droite du milieu deeoule de 1.4.13 et eeux horizontaux 
resultent de 2.3.3. 

Soit (f) r unique morphisme rendant eommutatif le diagramme ei-apres 
sp+{F*E) -^ sp+b^b*{F*E) sp+{F*E) (2.3.6.4) 

Y0 Y</< 

F*sp+(E)-- F*sp+b,b*{E) F*sp+{E), 


oil les morphismes horizontaux de gauehe (resp. de droite) deeoulent des 
morphismes eanoniques id 6*6* (resp. des morphismes traees 6*6* ^ 
id). En effet, eela est toujours possible ear le eompose des morphismes hor¬ 
izontaux sont des isomorphismes. Par [Ber02, 4.3.12], il suffit de prouver 
que (f) induit le diagramme eommutatif 2.3.6.1. 

Considerons le diagramme ei-apres : 


{sp^b^b*F*E)\^^g py-F*! ^ v.bJ-F*t 


e\ii 




\ 



g^P^F*b'E^v^b^F*b-E. 

g_^F*P_^b'E v^F*b^b'E ^ v^F*E ^ {sp_^F*E)\u 
f j j'*/’ 

(F*sp^6*6*.E)|h 5^ F*5+r;'6'8 ^ F*v+b^b'E ^ F*v+E ^ (^*sp^^)|m 


(2.3.6.5) 
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ou £ := sp^{E) et V’ : v+F*8.^ F*v+£, est I’isomorphisme canonique. 
Via 2.3.6.3 et avec les isomorphismes canoniques compatibles a Frobe- 
nius sp^6*(£')^6'sp^-E (dMuit de 1.2.7) et sp'_)_(£'')^(voir 
1.4.4) fonctoriels respectivement en F G F-Isoc^(yO)d E' G 
F-Isoct(yo',^^/i^), on verifie que le grand rectangle de gauche est com- 
mutatif. Comme le morphisme d’adjonction 6+6' —> id est compatible a 
Frobenius, le triangle (de la troisieme colonne) est commutatif. De plus, 
comme I’isomorphisme de commutation a la composition des images di- 
rectes est compatible a Frobenius (voir [Car03]), le rectangle de la deux- 
ieme colonne est commutatif. Enfin, les deux carres autres que celui de 
droite le sont par fonctorialite. Or, avec I’aide de 2.3.4.1, on verifie que le 
grand contour du diagramme 2.3.6.5 est I’image par |n du carre commutatif 
de droite de 2.3.6.4. Comme les fleches du carre de droite de 2.3.6.5 sont 
des isomorphismes, il en resulte que celui-ci est commutatif. 

□ 

Remarques 2.3.7 Avec les notations et hypotheses de 2.3.6, on verifie grace 
a 1.4.4 et 2.3.6 que le diagramme 


F-Isoc\Yq/K) F-Isoctt(fp, To,Xo/K) 

1 jlll 

^ Spy- I ' 

F-Isoc(Fo/^)-F-Isoctt(il, Yo/K), 

est essentiellement commutatif. Comme le foncteur de gauche est pleine- 
mentfidele ([Ked04]), il en derive celle de spyt^;7t,ro,+- Par 2.2.10, tons 
les foncteurs de ce diagramme sont ainsi pleinement fideles. 

2.3.8. On reprend les notations et hypotheses de 1.4.15. On suppose de plus 
que Pq est separe et que Yq C Xq se desingularise localement idealement. 
Par 1.4.15 et 2.3.6, on dispose alors d’un isomorphisme canonique 

SPy/twr/'t,T^,+ (&*.®)[c(x'/Xo]^^iZx'/To(®Py^f/t,To,+ (-^)) (2.3.8.1) 

fonctoriel en 77 G Isoc^(yo/.^)- On definit alors I’isomorphisme f via le 
diagramme ci-apres, 

SPy/twt//t,T^,+ (y*^*-E')fe'/Xo] . P^)[dx'^/Xo] 

SPy/twt//t,T^,+ (&*y*-E')[dx'/Xo] P'*'^P-x!jfToi^PYt^m,To,+ i^)) 

(2.3.8.2) 

oil I’isomorphisme du has derive de 2.3.6 et oil les isomorphismes a droite 
en haut et a gauche en bas decoulent de 2.3.8.1 applique respectivement a F 
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et F*E. On vmfie ensuite que (f>'[~dx'Q/Xo\ I’isomorphisme canonique 
de commutation a Frobenius de (voir 1.4.9). Enfin, 

par construction, I’isomorphisme 2.3.8.1 commute a Frobenius. 

2.3.9. Reprenons a present les notations et hypotheses de 2.3.3. Si I’iso- 
morphisme canonique de commutation a Frobenius de spy/t^f//t j-ito,+ 
en E' existe et est note cj)' alors, la fleche cj) construite via le diagramme 

SPyt^[/t,ro,+ (-^*^*-®0 .7.-^*SPyt^f/t,To,+ (^*-®0 

/ro,+ (spy/twt/'t,/-iTo,+ (-^*-^0) /7b,+-^*(sPF'twt/'t,/-iro,+ (-®0)) 

oil la fleche de droite du haul et celle de gauche du bas resultent de 2.3.3.2 
tandis que les deux autres verticales sont les isomorphismes de commu¬ 
tation a Frobenius des images directes, est I’isomorphisme canonique de 
commutation a Frobenius de spyt^^t Tq + {b*E'). Par construction, I’iso- 
morphisme spy^^u^,To,+ib*E')^ fTQ+ {spY'i^U'lT^,+ iE')) canonique 
commute a Frobenius. 

2.3.10. Soit le diagramme de V-schemas formels faibles lisses 


/J. 

y't — 

— p't — 

-p't 

//j. v" 

y t-i 


-P"t 

(2.3.10.1) 

I?) 



\b' , 

h' •» 

i/' 



) ±3 


y't 


.P't, 



oil / et /' sont propres, j est une immersion ouverte, les carres de droite 
respectifs sont cartesiens, v, v' et v" sont des immersions fermees, b et h' 
sont finis et etales et est affine. On suppose de plus que Tq := Pq \ Uo^ 
Tq := Pq \ [/g et Tq := Pq \ Uq sont les supports de diviseurs. Enfin, en 
notant (resp. Xq et Xq) Fadherence de Iq (resp. Yq et Yq), on suppose 
que Yq C Xq se desingularise localement idealement. 

En notant sp_,_ = spyt^f/t^Tp^y, pour tout P-isocristal surconvergent E 
sur Yq, le carre de droite du diagramme 

sp+(6*P)-^ sp+(6;6'*6*P)-^ sp+(6*P) (2.3.10.2) 

II ^ II 

sp+(6*P).- /^,_+MP^,,/^,sp+(6*P) ^ sp+(6*P). 

oil I’isomorphisme vertical du milieu est le compose de 2.3.9 et de 2.3.8.1 
et oil les morphismes horizontaux de droite se deduisent des morphismes 
traces canoniques. En effet, grace a 2.3.4.1, celui-ci Test au-dessus il'. 
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Lemme 2.3.11 Avec les notations et hypotheses de 2.3.5, on suppose Pq 
propre et Xq lisse. Pour tout F-isocristal surconvergent E sur Yq, on bene- 
ficie d’un isomorphisme canonique commutant d Frobenius 

Demonstration. Notons sp^ := spyto^[/t^'ro+ ®PXo^J’,To,+- 

Comme est lisse, d’apres 1.4.14, on dispose de 1’isomorphisme ca¬ 
nonique sp^{E)^ sp+{E), celui-ci commutant a Frobenius. Par [Ber02, 
4.3.6.3] et par descente cohomologique par un recouvrement ouvert, on 
verifie iF^«(sp+(£)/iF)^ Hr^{E/K). □ 

Proposition 2.3.12 Avec les notations 2.3.5, on suppose que Yq ^ Xq se 
desingularise localement idealement et Pq propre. 

Pour tout P-isocristal surconvergent E sur Yq, on beneficie d’un iso¬ 
morphisme canonique 

HhR{spy,^ut,To,+ iE)/K)^ H',^{E/K) 
commutant a Frobenius. 

Demonstration. On reprend la construction et les notations du premier para- 
graphe de la preuve de 2.3.6 concernant /, b etc. De plus, on note, pour 
tous r > 1 et i = 0,..., r, P'^^ := P'^ Xpt P'^ x • • • Xpt P'^ (r-fois), 
ji,r . ppr+i pi]r ^-ieme projection, /’’ : P'^"^ P^ la projec¬ 
tion et : P'tr- ^ p't la 0-ieme projection. De meme, en remplafant 
P par Y et f par b. On note Xq, I’adherence de Yq dans Pq , 6*’^' := 
(on omet d’indiquer le diviseur) et b^y := f^", et aussi en rem- 

plafant « i, r » par « r » ou « fr » ou rien. Notons sp_,_ := spytwt/t,To+ 
et spy := spy/t^f//t j-i( 7 i,)+- Pour tout F-isocristal F' surconvergent sur 
Fq, on definit F*g(6*F'/F) A iF^j:j(6+spy(F')/F) via le diagramme 

Hr^{b,E'/K) -2^-^ Hr^{E'/K) (2.3.12.1) 

Y 

F-^(6+spV(F')/F) ^F^^(spV(F')/F) 

II en decoule le carre commutatif du haut de 

Hr^{blb^*E) -^ H^^^{blbTF’^*b^*E/K) 

F^^(6+spV 6';6"*F/F)- F^^(6+spV6';6rF’’’*6"*F/F) 

I i 

F^^(6+6';6^’sp+F/F)- H^^J,{bybXh^fF’-'■b'^'■spyE/K) 

(2.3.12.2) 

dont les morphismes horizontaux sont les morphismes d’adjonction. La 
commutativite du carre du has se prouve par fonctorialite et via le carre de 
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gauche 2.3.10.2. On conclut par descente cohomologique finie et etale ap- 
pliquee au recouvrement (on utilise la resolution [Mil80, 2.19]). 

□ 

2.3.13. Soient P'^, F''^ deux V-schemas formels faibles lisses et separes, Tq 
( resp. Tg) un diviseur de Pq (resp. Pg), U"^ (resp. I’ouvert de P^ (resp. 
P'^ complementaire de Tq (resp. Tg), j : ^ P^ (resp. j' : U'^ P'^) 

1’immersion ouverte Qiv \Y^ ^ (resp. v' : U'^) une immersion 

fermee de V-schemas formels faibles. On suppose en outre Y^ et affines 
et lisses et on designe par (resp. Xq) 1’adherence schematique de Yq 
(resp. Yq) dans Pq (resp. Pg). 

On note P"t := pt x P't, [/"t .= [/t x C/d, le diviseur reduit de 
Pg' d’espace topologique Pg \ Uq, P'd — yt x pd, ^ pt, 

/2 : P'd ^ pd, : c/'d ^ c/t, 52 : pd, : P'd ^ yt, ^2 : 

y"t ^ yd. 

SiP G Isoc^Yo/K) etP' G Isoct(yg7P:), on pose PKP' := 
b^iE'), le produit tensoriel se calculant dans Isoc^V^g'/P). 

Proposition 2.3.14 Avec les notations 2.3.13, on suppose que Yq C Xq et 
Yq C Xq se desingularisent localement idealement. 

On dispose alors d’un isomorphisme canonique 

L 

spY//t^t/"t,T”+(P^PO^spYto^[/t,ro+(P) ^ ^ spY't^c/'t,r|^+(PO- 


Demonstration. Considerons les diagrammes commutatifs 

yt pt —^ pt yd pd pd y'd p'd p'd 

1/ \b' , \g' f/' \b" ,, \g" I/" 

ytPPpt^pt, ydP^pd^pd, y/dP^p/dP^p'd, 

oil les deux de gauche sont construits de maniere analogue a celui d^ debut 
de la preuvp de 2 .^. 6 , celui de droite_s’en^eduisant en posant P'd — 
yt X yd, P'd ;= pt X P't, P'd — pt x p't, b" = bx b', g" = gx 2 ', 
/" = fj< /', j" = j X j', = vxv^ j" = j X j', v” = vx P. On nojp Xq 

(resp. Xq) radherence de yq (resp. y'g) dans celle de Pq (resp. Pg), Xg := 
Xo X X'g, /i : P'd ^ pt et f 2 : P'd ^ P't, h : y"t ^ yt, 62 : y"t ^ 
yd. De plus, on pose sp^ := spYt^c/t,ro+’®P+ := sPY't^c/'t,r^+, sp'.;^ := 

SPY"t^[/"t,T^p, sp^ := SPYt^C/t J-l(To)+’ sp'.^ •= SPY't^Ct't,/'-l(r^)+, 

sp'j := spY//t^C/"t 

Par adjonction puis via 2.3.3.2, on dispose des morphismes 
sp'|(P K E') sp'46'>"*(P K E')^ /+(sp'+6"*(P K E')). (2.3.14.1) 
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Considerons I’isomorphisme compose suivant 
sp" K S') = gpl{b”%lE (g) b"*b'2*E')^ ipl{blb*E g hlb'*E') 




/i (sp+ {b*E))g^^^^^ (tf(sp+ ip'* E'))[-dpn] 


(2.3.14.2) 

(2.3.14.3) 


/iKr^o/'sp+(^)®o,„(tT'Oo/2K^x'/ sp+(^0)[-rfn'] 

(2.3.14.4) 

t _ f- t _ rort 

%')q "- 


= K£t /"'(sPp(E)h; 3^,,,, sp;(E')) 


oil 2.3.14.2 se deduit de 2.1.5, 2.3.14.3 resulte de [Car04a] et 2.3.14.4 de- 
coule de 2.3.8.1. En lui appliquant /" cela donne : 

/:(sp':6"*(E H E'))^ /:R£t,,/"'(spp(£)H|,^„,,^,,,^sp'p(E')). 

(2.3.14.5) 
id, en composant 2.3.14.1 

et 2.3.14.5, on obtient 

L, 


Via le morphisme d’adjonction /+MS|^„/"' 


sp'X(S K S') ^ Sp+(S)KT^^^^(tT'')QSP+(^')- 


(2.3.14.6) 


Comme 2.3.14.6 est un morphisme de Hlp,, (^Tq)q- modules coherents, il 
suffit de le verifier an dessus de il x il', ce qui decoule de 2.1.5 et de 1.4.4. 

□ 


Corollaire 2.3.15 Avec les notations et hypotheses de 2.3.14, pour tons 
Si,S 2 G W(Fo/S), en notant sp_,_ = spytwt/t,To-i-’ dispose d’un 
isomorphisme canonique : 

Lx 

sp+(Si (g) S 2 )^sp+(Si)( 8 )Tg^^^.^^^sp+(S 2 )[dx/p]- 

Demonstration. D’apres 2.3.14 applique au cas particulier oil les objets 
avec des primes sont egaux a ceux sans primes, on dispose de 1’isomor¬ 
phisme : 

SPy//t^( 7 /'t,r"+(Si M S 2 )^Sp+(Si)Klg^^^j..|..^„^^Sp+(S 2 ). 

Or, en notaijt 6 I’immersion diagonale ? T x T = J*", on obtient : 

-5'(sp+(Si)Kjj^^^^t^„^^sp+(S2))^sp+(Si)|]3^^t^^^sp+(S2)[-dpJ.De 

plus, via 2.3.8.1, 

spy(Si (g) S2)[—'5'(spy"t^f/"t,T^'+(Si Kl S 2 )). 

D’oil le resultat. □ 
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2.3.16. On garde les notations et hypotheses de 2.3.5. On suppose que 
est propre et que Yq C Xq se desingularise loealement idealement. 

Le foneteur spyt^[/t,To+ depend pas des ehoix de et v : 
ehoisis tels, que Yq C Xq se desingularise loealement idealement, i.e., 
eelui-ei est eompatible avee les equivalenees eanoniques entre les eate- 
gories de la forme F-Isoc^^(lP, Tq, Xq/K). En effet, eela deeoule de 2.3.8.1. 
On obtient alors un foneteur, F-Isoc^(yo/^) ^ F-Isoc^^(lo/^)> bien 
defini a isomorphisme eanonique pres et que Ton notera spyg.,.. 

Theoreme 2.3.17 On garde les notations et hypotheses de 2.3.16. 

Les foncteurs spyQ_|_ .• F-lsoc^ {Yq/ K) —> F-Isoc^^(yo/-fi") O pyq (voir 
2.2.16) sont des equivalences quasi-inverses. 

Demonstration. Cela resulte de 2.2.17, de 2.3.7. 

□ 

Proposition 2.3.18 Avec les notations 2.3.5, on suppose Xq integre et 
propre. 

11 existe alors un diviseur Tq de Pq contenant Tq tel que Yq := (Pq \ 
To) n Xq soit affine, dense dans Yq et I’immersion ouverte Yq ^ Xq se 
desingularise idealement. 

Demonstration. Graee au theoreme de desingularisation de de Jong ([dJ96]) 
et quitte a remplaeer Yq par un ouvert affine et dense, il existe un morphisme 
projeetif et surjeetif oq : Xq ^ Xq, qui se deeompose en une immersion 
fermee Xq ^uivie de la projeetion eanonique P^^ ^ Xq, tel que 

1 . Xq est integre et lisse ; 

2. le morphisme bo : Y/ := Oq ^(Xq) ^ Yq induit par oq est fini et etale. 

II reste a verifier que quitte a retreeir a nouveau Yq, la propriete 3 de 2.3.1 
est validee. Notons Vq 1’immersion fermee Y/ ^ Py^. Si xq, ..., sont 
les eoordonnees projeetives de P^, on note, pour tout entier a G { 0 ,..., r}. 
Da le diviseur de P^ defini par I’equation Xq, = 0 ef Da,Yo '■= Da Xp-Pyy 
Comme I’interseefion des diviseurs Da,YQ esf vide, il exisle un entier uq tel 
que XQ(yQ) ne soit pas inelus dans Da^Xo- Comme Y/ est integre, on obtient 
dirnTg n Dao,Yo < diml)). Via [Gro65, 5.4.2], la finitude de {q implique 
I’egalite dim 60 ( 1^0 ^qo,V)) = dirnTj n Da^Xo- Comme 60 est en outre 

surjeetif, on a aussi dimY)) = dimlo et done dim 60(^0 d TqoVo) < 
dimYo- Il resulte de eette derniere inegalite qu’il existe un diviseur Tq de 
Pq tel que 1’ouvert (Pq \ Tq) n Xq de Xq soit affine et inelus dans Yq \ 
bo{Y/ n Da,, yg) (le fait que Ton peut le ehoisir affine resulle de [Car02, 

6-3-1])- 

Posons Tx, = To n Vo et •= %^{Tx,). L’inelusion 60 (dj) d 
Dao,Yo) C fxo (resp. Xq \ fx, C Yq) implique alors Y/ n TaoVo d T^' 
(resp. Xq \ C Y/). Il en resulle la faetorisation Xq \ Tj^/ (P^ \ 
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Dao) X (Xq \ Txq)- Celle-ci se releve en un morphisme de V-schemas 
formels faibles affines et lisses. II en decoule que le morphisme eanonique 
^0 \ se releve en un morphisme de V-sehemas formels 

faihles lisses. 1 .’immersion ouverte \ Txq ^ Xq se desingularise done 
idealement. □ 

Definition 2.3.19. Soil Yq un fc-sehema affine et lisse. On dit que Yq pos- 
sede un modele ideal s’il existe un V-sehema formel faible propre et lisse 
Pt , un diviseur Tq de Pq, un sous-sehema ferme Xq de Pq tels que Yq^ Xo\ 
To et I’immersion ouverte Yq ^ Xq se desingularise loealement ideale¬ 
ment. 

D’apres 2.3.17, si Yq est un /c-sehema affine, lisse et possedant un mod¬ 
ele ideal, le foneteur spy^.,. : P-Isoc^(yo/-^) ^ F-Isoc^^(yo/-^) est une 
equivalenee de eategorie. 

Theoreme 2.3.20 Soil Yq un k-schema lisse. II existe Yq un ouvert affine, 
dense dans Yq, possedant un modele ideal et, en particulier, le foneteur 
eanonique spy^y .' P-Isoc^(yo/if) —> P-Isoc^^(yo/if') est une equiva¬ 
lenee de eategorie. 

Demonstration. Comme yo est la somme direete de ses eomposantes ir- 
reduetibles, il ne eoute rien de supposer yo affine, lisse et integre. Graee 
a Elkik ([Elk73]), il existe un V-sehema affine et lisse Y dont la redue- 
tion modulo tt est isomorphe a yo. Il existe alors une immersion fermee 
y Ay. On note P := P^, U := A^, X I’adherenee sehematique de Y 
dans Py et T := P \ U. On obtient une immersion fermee y^ de 

V-sehemas formels faibles lisses. _ 

Par 2.3.18, il existe un diviseur Tq de Pq eontenant Tq tel que, en notant 
y rouvert de Y eomplementaire de Tq, yo soit affine et dense dans yo et 
yo C Xq se desingularise idealement. Notons U := U \Tq. 1 .’immersion 
fermee Y ^ U induit la suivante Y^ ^ . Ee triplet (P^, To, y^ P^) 

fournit done un modele ideal a yo. □ 


3. P-complexes de D-modules arithmetiques devissables 

3.1. Definitions et lien avee la surholonomie 

Dans eette seetion, IP est un V-sehema formel propre et lisse et T est un 
diviseur de P. 

Definition 3.1.1. Soient £ un objet de P-P^Qjj(I)]p(1’r)Q), X son support 
et y := X\T. On dit que £ « se devisse en P-isoeristaux sureonvergents » 
s’il existe des diviseurs Ti , . . . , Tr+l de P eontenant T tels que 

1. Pi = X \ Ti est affine, lisse et possede un modele ideal (2.3.19); 



F-complexes de D-modules arithmetiques devissables 


63 


2. Pour 1 <i < r, li+i := (X n Ti fi • • • fl Tj) \ Tj+i, est affine, lisse et 
possede un modele ideal; 

3. Soit Yr+i := n Ti n • • • n Tr+i est lisse soil y^+i \ T est vide ; 

a) Les espaees de eohomologie de (^Ti) (£) sont assoeies a des F -isoeristaux 
sureonvergents sur Yi, i.e., sont des objets de F-Isoc^^(lP,Ti, Y/itT) 
(voir 2.3.17); 

b) Les espaees de eohomologie de (^7)+i)(£) sont assoeies a 

des F-isoeristaux sureonvergents sur Yi, i.e., appartiennent a la eate- 
gorie F-Isoc'*'^((P, Tj+i, n Ti n • • • n Tj/FT); 

e) Les espaees de eohomologie de (£) sont assoeies via [Car] 

a des F-isoeristaux sureonvergents sur X n Ti n • • • fl T^+i \ T. 

En gros, on dispose d’une stratifieation Y = Uj=i^..,r+iYi, telle que, les 
espaees de eohomologie de la restrietion de £ au-dessus de ehaque strate 
Yi soient assoeies a des F-isoeristaux sureonvergents sur Yj. On dira aussi 
que £ est un F-D]p(tT)Q-eomplexe devissable ou se devisse au-dessus de 
la stratification Y = Uj=i^ ...r+iYi. On notera F-FJ-^(d5,('I’T)q) la sous- 

eategorie pleine de F-Fj)^j^(D]p(^r)Q) des F-D]p(^r)Q-eomplexes deviss¬ 
ables. 

Proposition 3.1.2 Soit (£, d>) € F-D^^^{T)y(^T)Q). Les espaees de co- 
homologie de /'r+(£) sont des K-espaees vectoriels de dimension finie. 

Demonstration. Cela deeoule par devissage de 2.3.12 et de la tinitude la 
eohomologie rigide [Keda]. □ 

Remarques 3.1.3 Soit £ G F^^j^(Dy(^r)Q). Les deux proprietes ci-apres 
sont equivalentes : 

(a) Pour tout diviseur T' de P, D33^7’(’^r')(£) G ; 

(b) Pour tous sous-schemas fermes Z et Z' de P, ]D)y^'rMF^(^Z')(£) est un 
objet de ^s^urcoh(®|p(^^)Q) 

En effet, supposons que £ satisfasse (a). En utilisant le dualise du triangle 
de localisation en Ti de KF^j (^T 2 )(£) suivant 

-MF^^(tr2)(£) ^MF^^(triUT2)(£) ^+1 

valable pour tout sous-schema ferme Z\, et tous diviseurs Ti et T 2 , on 
verifie d’abordpar recurrence sur le nombre minimal de diviseurs d’inter- 
section Z (on convient que celui-ci est nul lorsque Z = X), que, pour tout 
sous-schema ferme Z et tout diviseur T', le complexe Dj>^'rRF^('^T')(£) 
appartient a Ensuite, en appliquant le foncteur 

au triangle de localisation en Z' de MF^(£), on prouve que la propriete 
(b) est validee pour £. La reciproque est une tautologie. 
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II resulte des equivalences entre (a) et (b) que la propriete (a) est 
preservee, pour tout sous-schema ferme Z de P, par les foncteurs 
est Z). 

Theoreme 3.1.4 Soit £ G On suppose que pour tout 

diviseurT' de P, £ etJiy^T{^T'){E,) sontdans Alors 

£ se devisse en F-isocristaux surconvergents. 

Demonstration. En reprenant les arguments du deuxieme cas de la preuve 
[Car04c, 3.2.4], on verifie que le support de £, note X, est une compactifi- 
cation de Y. On precede par recurrence sur la dimension de X. Via 2.3.20, 
il existe un diviseur Ti contenant T tel que Yi := X \ Ti soit affine, lisse 
et dense dans X et possede un modele ideal. Notons IP un releve- 

ment de I’immersion Yi ^ P. Comme le faisceau u'(£) etant q- 
surcoherent, quitte a remplacer Ti par un diviseur plus grand, on pent 
supposer que les espaces de cohomologie de rt'(£) sent Q-coherents 
([Car03, 2.2]). II en resulte que les espaces de cohomologie de (^ri)(£) 
soient dans F-Isoc^1^(lP, Ti,X/K). Grace a la remarque 3.1.3 et comme la 
dimension de X n Ti est strictement inferieure a celle de X, par hypothese 
de recurrence, ]RE^^(£) se devisse en F-isocristaux surconvergents. D’ou 
le resultat. □ 

Le theoreme 3.1.4 implique aussitot 1’inclusion ci-apres. 

Theoreme 3.1.5 On a I’inclusion -£’--Dgurhoi(®y q) ^ q)- 

Conjecture 3.1.6. II est raisonnahle de penser que I’inclusion 3.1.5 est une 
egalite. Cela resulte aussitot de la conjecture suivante : 

« Soit Y un /c-schema affine, lisse el possedanf un bon modele. Pour foul 
F-isocrisfal surconvergenl sur Y, spy^(F) esl un F-Dy-module arilhme- 
fique surholonome (voir [Car, 1.2.7]). » 

Remarques 3.1.7 Si la conjecture de Berthelot [Ber02, 5.3.6.D] sur la sta- 
bilite de I’holonomie est vraie alors la conjecture 3.1.6 Vest aussi. De plus, 
le theoreme qui suit nous permet de penser que 3.1.6 est realiste. 

Theoreme 3.1.8 Soit Y un k-schema affine, lisse et possedant un bon mod¬ 
ele. Pour tout F-isocristal unite surconvergent sur Y, spy^(F) est un 
F-Dy-module arithmetique surholonome. 

Demonstration. Via la remarque 2.2.5, on se ramene au cas oil Y esf irre- 
duclible. Grace a 2.2.3, on peul supposer que Y possede une compaclifica- 
lion lisse, ce qui a ele Iraife dans [Car04a, 2.3.2]. □ 

Theoreme 3.1.9 Soient X un sous-schema ferme de P et Y := X \T. 
Si la conjecture 3.1.6 est validee, alors la categorie des F-complexes de 
Dy-modules arithmetiques surholonomes, 2^-77surhoi(®i^)’ stable par 
produit tensoriel interne. 



F-complexes de D-modules arithmetiques devissables 


65 


Demonstration. On precede par recurrence sur la dimension de X. Soient 
£, £' deux F-complexes de ^’--Dc‘'o1.(b5.(*T’)q) n asup- 

ports dans X. Via les memes arguments qu’au debut de la preuve de 3.1.4, 
il existe un diviseur Ti contenant T tel que Yi := X\Ti soil affine, lisse 
et dense dans X et possede un modele ideal et tel que les espaces de coho- 
mologie de (^ri)(£) et de ('l’Ti)(£') sent dans F-Isoc^^(lP, Ti,X/K). 

Par 2.3.15, on conclut par hypothese de recurrence en utilisant les trian¬ 
gles de localisation en Ti de £ et £'. □ 

Proposition 3.1.10 Soient £, £' G F-F)b^j^(2)5.(tr)Q) etii:=7\T. On 
suppose que, pour tout diviseur T' de P, les faisceaux £, et By 2 ’(tr')(£) 
sont des objets de .£’-.Dsurcoh(®y(^^)Q) meme pour £'. 

Soit (f) : £|ii ^ £'|ii un morphisme T>y^fQ-lineaire. II existe alors un 
morphisme .' £ —> £' tel que ^^111 = (j). 

Demonstration. On precede par recurrence sur la dimension de X, la reu¬ 
nion des supports de £ et £'. De maniere analogue a la preuve de 3.1.4, il 
existe un diviseur Ti contenant T tel que Yi := X\Ti soit affine, lisse el 
dense dans X ef possede un modele ideal, ef lei que les espaces de coho- 
mologie de ('l’Ti)(£), ('l’ri)(£') soienf des objels de F-Isoc^^(fP, Ti,X/K). 
Comme le foncleur canonique F-Isoc^(yi/ii') ^ F-Isoc^(Yi, V/F) esl 
pleinemenl fidele ([Ked04]), avec les nolalions de 1.4.6, le foncleur canon¬ 
ique de reslriclion \ix-. F-\soc^\y,Ti,X/K) ^ F-lsoc\*d,Tir\U,Y/K) 
I’esl aussi. Il en resulle (par devissage en ulilisanl [Har66,1.7.2]) qu’il ex¬ 
isle un morphisme il) : ('l’ri)(£) ^ (^ri)(£') lei que V’ln = 

Avec la remarque 3.1.3 el puisque dim A n Ti < dim A, on conclul par 
hypolhese de recurrence el via les Iriangles de localisalion en Ti de £ el £'. 
□ 


3.2. Application auxfonctions L 

3.2.1. On suppose ici k = ¥q oil q = p^. On se donne IP un V-schema 
formel propre el lisse, T un diviseur de P, il I’ouverl de IP complemenlaire 
de T el j : il > IP 1’immersion ouverle correspondanle. 

Si X esl un poinl ferme de P, on designe par k{x) le corps residuel de 
X, degx son degre, ix : S(x) = Spf'V(x) IP un relevemenl V-lineaire 
de I’immersion fermee canonique Spec k{x) P, K{x) le corps des frac- 
lions de V(x) el fx : S(x) —> S le morphisme slruclural. 

La definition des fonclions L (voir [Car03] ou [Car04c]) s’elend aux 
duaux des F-complexes devissables : 

Definition 3.2.2. On note F-Fj|y(I)]p(^r)Q), la sous-categorie pleine de 
-^■'^coh(®|p(^^)Q) complexes £ tels que B 7 ’(£) G F-Fb^(B]p(tr)Q). 
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Soient S un sous-ensemble de Y, I’ensemble des points fermes de S 
et £ G La fonction L associee a £ au dessus de S est 

definie en posant : 


L{S,8,,t) = nn detx 

xes°r&z 


^deg X pdeg x 

\HYU+i 


+ 

x,T 



(_l)’"+l+tix j deg X 


De plus, sa fonetion eohomologique P s’eerit : 

-r-r / \ (-1)^+1+'*-^ 

P(ii, £,t) := Yl detx [I - tF\HpfT,ie)) 

On remarque que graee a 3.1.2, eette fonetion a bien un sens et est de sur- 
eroit une fraetion rationnelle. 

3.2.3. Soit X un sous-sehema ferme de P tel que Y := X\T soil affine et 
lisse. On suppose en outre que Y C X se desingularise loealement ideale- 
ment et on se donne E, un F-isoeristal sureonvergent sur Y. 

Pour tout point ferme x de Y, on note Ex := £f^jg(Spec/c(x), 
la fibre de en x ef son aufomorphisme de Frobenius. 

Dans [ELS93, 2.3], la fonelion L assoeiee a E esf donnee par 

L{Y,E,t):= [J deti^(l 

x£YO 


Lemme 3.2.4 Avec les notations 3.2.3, on a I’egalite : 


L{Y,E'^,t) = L(y,Dy,T(spy+i^),f). 


Demonstration. Analogue a [Car03, 3.3.1]. □ 

Proposition 3.2.5 Avec les notations 3.2.3, on pose £ := By 7 ’(spy^£'j. 
L’egalite L(il, £, t) = P(il, £, t) est satisfaite. 

Demonstration. De maniere analogue a [Car03, 3.3.3], eela deeoule de 
2.3.12, 3.2.4 el de la formule eohomologique d’Elesse el Ee Slum : 


L{Y,E\t) = 

r=0 

Theoreme 3.2.6 Pour tout E. G la formule L{!d,E,t) = 

P(il, £, 1) est validee. 

Demonstration. Cela deeoule par devissage de 3.2.5. □ 
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3.3. Analogue p-adique Weil II 

On reprend les notations et hypotheses de 3.2.1. De plus, l : ^ 

C designe un plongement d’une cloture algebrique de K dans le corps 
des complexes. La proposition qui suit est un cas particulier du theoreme 
[Kedb, 6.6.2.(b)] de Kedlaya (en effet « r-pure » implique « r-realizable »). 

Proposition 3.3.1 (Kedlaya) Solent Y un k-schema lisse et E un F-iso- 
cristal surconvergent sur Y. Si E est de poids t-pur w, alors, pour tout 
r ^TL, HI^(Y, E/K) est de poids i-mixte >w + r. 

La notion de poids pour les F-isocristaux surconvergents s’etend aux 
complexes a fibres extraordinaires finies (voir la definition dans [Car04d]) : 

Definition 3.3.2. Soient £ G F-ZlJ?^[^(D]p(tr)Q) a fibres extraordinaires 
finies et x un point ferme de P. 

1. £ est de poids r-pur m en x si, pour tout r G Z, !K^(Df!j,By(£)) est de 
poids r-pur w + r (au sens des F -isocristaux surconvergents) ; 

2. £ est de poids r-mixte > tu en x si, pour tout r G Z, fi{’'(B4D^(£))est 
de poids r-mixte >w + r. 

De plus, £ est de poids r-pur w (resp. de poids r-mixte > w) s’il Lest en 
tout point ferme de P. 

Dans le langage des B-modules arithmetiques, la proposition 3.3.1 se 
traduit par la suivante. 

Proposition 3.3.3 Avec les notations 2.3.12, pour tout F-isocristal surcon¬ 
vergent E sur Yq, de poids t-pur w, £ := spyt^c/t Tq +(-^) poids 

t-pur w + dy- De plus, /+(£) est de poids t-mixte w + dy. 

Demonstration. Soient x un point ferme de Y ei Ux '■ Spec/c(x) > Yq 
I’immersion fermee canonique induite. Grace a I’analogue p-adique de Ber- 
thelot du theoreme de Kashiwara, avec les theoremes de dualite relative et 
de bidualite, et via I’isomorphisme de comparaison des foncteurs duaux 
d’un F-isocristal surconvergent(voir [Car04b], on verifie I’isomorphisme 
canonique Bi|pBy(£)^ tt*(F)[(iy] compatible a Frobenius. Ainsi, £ est 
de poids r-pur w -3- dy. La derniere assertion decoule ensuite de 2.3.12 
(notations 2.2.13). □ 

Le theoreme qui suit est un analogue p-adique de Weil 11 ponctuel (on 
ne s’interesse pas ici au cas relatif). 

Theoreme 3.3.4 Soit £ un complexe de F-D'^,^{D'^y{^T)(Q). Si £ est de 
poids t-pur w alors, /r+(£) est de poids t-mixte > w. 

Demonstration. Cela resulte par devissage de 3.3.1 et de 3.3.3. □ 

Acknowledgements. L’auteur a beneficie du soutien de TUniversite de Sydney ainsi que de 
celui du reseau europeen TMR Arithmetic Algebraic Geometry (contrat numero UE MRTN- 
CT-2003-504917). 
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